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MODA NA FRAKTALE

Klasyczna geometria, stworzona
przez starozytnych Grekow, ope-
ruje liniami, okregami, trdjkgtami,
wielokgtami i innymi figurami o
prostym opisie. W przyrodzie jed-
nak przewazajg ksztalty nierego-
larne, ze wspomnijmy tylko chmu-
ry, gory, drzewa, pioruny, papro-
cie, platki $niegu, skaly, galaktyki,
i wiele innych. Klasyczna geome-
tria jest bezsilna wobec takich
obiektow. Brak jej jezyka, ktory
moéglby shuzyé do ich opisu. Do
wypetnienia pozostaje wigc bar-
dzo powaina luka, zwlaszcza ze
wedlug definicji pozytywistycz
nej, zadaniem nauki jest dostar-
czanie jeeyka, tzn. zbioru pojec i
regul, shuzgcego do opisu zjawisk,

W polowie lat siedemdziesig-
tych powstata jednak nowa dzie-
dzina nauki - geometria fraktalna.
Opisuje ona wiele skomplikowa-
nych kszealtdw spotykanych w
przyrodzie I mechanizm ich pow-
stawania Tworcy tej nowej gatezi
nauki jest Benoit Mandelbrot, je-
den z najwickszych wspolczes
nych matematykéw, profesor na
Wydziale Matematyki uniwersyte-
tu Yale i jednoczesnie "nadworny”
matematyk koncernu IBM, pracu-
jacy w centrum badawczym
im. J. Watsona w Yorktown.

W 1975 r. ukazata si¢ pierwsza z
serii ksigizek Mandelbrota o frakta-
lach "Les objects fractals: forme,
hasard et dimension”, a w 1977 r.
jej rozszerzona wersja angielska
"Fractals: form, chance and dimen-
sion". W 1982 r. opublikowano
zmienione wydanie tej ksigzki za-
tytutowane "The Fractal Geometry
of Nature”.

Dopiero jednak w ostatnim
dziesiecioleciu nastgpit burdiwy
rozwoj, tej dziedziny, lezgcej na
styku matematyki i fizyki. Niewat-
pliwie do zainteresowania sig frak-
talami przyczynit si¢ takze rozwoj
komputerdw, szczegolnie wzrost
ich moZliwodci, nizsze ceny i co-
raz powszechniejsza dostepnosd.
Wielu czytelnikow  Computer-

Worlda widziato zapewne fraktale
lub nawet zmuszato swoje kompu- -
tery do ich rysowania choc¢hy dla =

zaspokojenia zainteresowan natu-
ry estetycznej. S3 one bowiem
zbiorami o wyjgtkowym picknie, a

Rys.1. Zlepek utworzomy

Pbrzez program #1
z 5000 czgstek

ich ksztatt zdaje sie¢ nasladowac ta-
jemnice przyrody. Znacznie jed-
nak latwiej uzyskad fraktale na
monitorze niz zdefiniowad je jako
now3 dziedzine wiedzy i wytyczyd
obszar jej zastosowan.

Fraktale to obiekty o niecatko-
witym wymiarze, co wigZe sie z

tym, Ze maja one "dziurawy" struk-
ture. S3 wige obicktami samopo-
dobnymi, tzn. nie zmieniaja cha-
rakteru anj ksztattu podczas ogla-
dania ich powickszen; czesé jest
podobna do calodci lub innej
czesci. Wszystkie je mozna po-
dzieli¢ na dwie grupy - fraktale
deterministyczne i losowe. Ich
otrzymywanie zwigzane jest z
powtarzaniem (iterowaniem lub
rekurencja) roéwnan albo pew-
nych przepisdw. I tak zbior Man-
delbrota to zbidr takich liczh zes-
polonych, dla ktérych cigg liczb
zespolonych otrzymywanych
przez iterowanie rownania:
z{n+1)=z¥{n)+c, z()=0

jest zbiezny. Poniewaz w powyi-
szytn pezepisic nie wystepuja
zmienne losowe, zbior Mandelbro-
ta jest fraktalem deterministycz-
nym. Mozna pokazac, ze gdy mo-
dut liczby zespolonej z przekro-
czy 2, cigg z(n) jest rozbieiny. Ba-
jecznie kolorowe fraktale otrzymu-
je si¢ zaznaczajgc piksel odpowia
dajgcy parametrowi ¢ kolorem o

numerze rownym tej wartosci n,

dla korej z(n) wykroczylo poza
okragg o promieniu 2. Tak otrzyma-
ne fraktale nie majg jednak zbyt
wiele wspolnego z rzeczywistoscia.
Tymczasem zainteresowanie fi-
zykow fraktalami bierze sie ghow-
nie sigd, Ze wiele z nich ma swoje
*odbicia" w realnym $wiecie. Waz-
nym tego przykladem sg tzw. zlep-
ki (ang, cluster), otrzymywane po-
przez zlepianie sie blgdzgcych lo-
sowo czastek (ang. Diffusion-Li-
mited Aggregation, w skrocie
DLA). Model ten zostat zapropo-
nowany w 1981 r. przez amerykan-
skich fizykdw Sandera i Wittena, a
ich praca ukazata sie na tamach re-
nomowanego czasopisma "Physi-
cal Review Letters". W ciggu 10 lat
od momentu pojawienia si¢ ich
pracy, DLA stalo sie obszerna
deiedzing badan, ktcrej poswieco-
no juz wiele konferencji i na temat
ktorej napisano juz kilka ksigzel.
Istnieje wprawdzie wiele warian-
1w idei Sandera i Wittena, tutaj
jednak przedstawimy jej oryginal-
ng wersje. .
Wyobrazmy sobie duzg (w scis-
tym sformutowaniuv matematycz-
nym modelu - nieskonczong)

dwuwymiarowsy dyskretng plasz
czyzne (kwadratowy siec), na kto-
rej wybrano jeden z. wezlow i
uinieszczono w nim czgstke. Ten
wybrany wezet jest zarodkiem, z
ktdrego komputer "wyhodowac"
ma zlepek. Nastepnie z daleka
startuje czzstka i wykonuje syme-

tryczny ruch losowy, tzn. idzie do
jednego z czierech najblizszych
sasiednich wezlow z prawdopo-
dobienstwem 1/4. Czgstka blgdzi
tak dhugo, dopoki nie dotknie ob-
wodu zarodka, tzn. jednego z czte-
rech pustych wezlow wokol nie-
go. Po jego dotknieciu czastka
przylepia sig na stale i w ten spo-
s0b tworzy Zepek ztoiony z
dwoch czgstek. Proces ten jest
powtarzany wiele razy - bladze-
nie zaczyna trzecia czastka i we-
druje po sieci tak diugo, az dotrze
do obwodu, obecnie zloZzonego

juz z 6 punktéw. Nastepnie wy-

puszczamy 4 czgstke, itd. Wyda-
wac by sig moglo, ze czgstki po-
zlepiaja sie, tworzac kszialt zblizo-
ny do kwadratu. Okazuje sie jed-
nak, Ze najbardziej prawdopodob-
nym rezultatem jest nieregularna i
intrygujgca figura taka, jak poka-
zanonarys. 1.

Dla teoretycznego opisu zlep-
kéw dysponujemy jedynie wspol-
rzednymi czgstek i cala teoria po-
winna by¢ przez nie wyrazona. W
poczatkowym okresie, gdy gene-
rowane zlepki nie byly duze,
stwierdzono, ze liczba czgstek
N(R) wewnatrz okregu o promie-
niu R wykazuje (po usrednieniu)
wlasnos¢ skalowania, tzn. zaleiy
od R w sposob potggowy:

N(R)~ R, D= 17 €Y

Zauwazmy, ze dla typowych fi-
gur geometrycznych zaleinosc
"masy" (powierzchni lub objgtos-
ci) od rozmiarow jest tez poiego-
wa, lecz z wykladnikiem bedgcym
liczbg naturalng réwng wymiaro-
wi przestrzeni. Np. dla kota lub
kwadratu wyktadnik jest rowny 2,
za$ dla kuli lub szescianu wyno-
si 3. Liczba D = 1.7, wystepujaca w
powyZszym wWZzorze jest nazywana
wymiarem fraktalnym i dlatego
wlasnie mozna powiedzied, Ze
fraktal to taki obiekt, kidrego wy-
miar jest liczbg niecatkowitg,

Na rys.1. widzimy tez inng wias-
nosc¢ fraktali, np. samopodobier-
stwo, przejawiajgce sie w tym, ze
czesé fraktala jest podobna do ca-
losci lub innej czesci po odpo-
wiednim "rozciggnieciu”. Gdy w
1985 r. udato sie¢ "ulepic¢" zlepki
zlozone z mniej wiecej miliona
czgstek, okazato sig, ze zalex
nos¢ (1) przestaje obowigzywac
przy duzych R: wymiar fraktalny
maleje w miare rozrastania. sig
fraktala, a zlepki stajg sie bardziej
regularne i podobne do krzyza o
ramionach skierowanych wzdhuz
osi sieci. W zwigzku z narusze-
niem prawa skalowania, wymias
fraktalny nic jest wielkosciz do-
brze okreslong. Obecnie istnieje
przekonanie, Ze lamanie prawa
skalowania zwigzane jest z maly
symetrig sieci kwadratowej i dlate-
go przy duzym R zepek zaczyna
przypominac krzyz. W miedzycza-
sie wprowadzono maodylfikacje
oryginalnego modelu Wittena i
Sandera, polegajacg na zastgpie-
niu sieci dyskretnej przez ciggta
ptaszczyzne, ktora mozna obracac
o dowolne katy (sie¢ kwadratowa
jest nie zmiennicza tylko wzgle-
dem obrotow o wielokrotnos¢ ka-
ta prostego). W modelu "pozasie-
ciowym" ("off-lattice”) ruch loso-
wy przypomina proces dyfuzji: lo-
sowany jest kat przesuniecia i jego
dhigosé. Przylepienie nastepuje
wiedy, gdy czgstka zblizy sie do in-
nej o mniej niz "e’, gdzie e jest licz-
bg mniejszg od 1. Oczywiscie fait,
ze "e" nie mozZe by¢ w komputerze
dowolnie mate, jest w pewien spo-
sob rédwnowazny wprowadzeniu
sieci. Niemniej dla zlepkow wyge-
nerowanych poza siecig prawo
skalowania jest spetnione az do N
rzedu kilku miliondw.

Zainteresowanie modelem DLA
spowodowane jest uniwersalnos-

cig tego modelu. Twory o ksztalk-
tach podobnych do widocznych
narys. 1. byly obserwowane przez
chemikow, biologow i geologow.
Prosta realizacja do$wiadczalng
fraktalnego wzrostu jest w proce-
sie elekuolizy osadzanie sig¢ jo-
now metalu na katodzie. Tworzy
si¢ w tym procesie fraktal podob-
ny do zlepka z rys.1. Zapewne po-
dobne procesy doprowadzily w
zamierzchtej przesziosci do utwo-
rzenia na skatach wapiennych,
znajdowanych przez geologdw,
dendrytéw manganu fub innych
metali do zludzenia przypomina-
jacych zlepki. Niektore metale
krzepng tworzac rozgatezione
struktury podobne do zlepka z
rysl. Dlatego ‘“rozebranie" na
czesei pierwsze takich procesow
stwarza ogromne mozliwosci
technologicznych zastosowan do

produkeji wytrzymalych materia-
tow.

Réwniez dhugie tatcuchy two-
rzg w pewnych warunkach struk-

Rys.2. Przyktad

deterministycznego
Jraktala przypomi-
najqgcego platek
sSniegu otrzymany
za pomocyg progra-
ma #2

tury fraktalne. Francuski fizyk de
Gennes, laureat Nagrody Nobla za
1991 1., w stworzonej przez sicbie
teorii polimerdw postugiwat sic
pojeciami wymiaru fraktalnego.
Najczesciej jednak z obiektami o
rozgatezionej budowie, jak. np.
korzenie roslin i drzew, neurony,
naczyniowka w siatkdwce oka,
niektoére mitochondria, spotykaja
sig biclogowie. Strukture fraktalng
majg phuca, paprocie i kalafiory.

W 1987 r Nittman i Stanley
opublikowali prace prezentujgcy
wyniki komputerowych symulacji
platkédw $niegu, opartg na mode-
lu bedacym modyfikacjs DLA
Zmicniajgc pewien parametr byl
oni w stanie wygenerowac rozno-
rodne ksztatty platkdw (dotych-
czas nie zaobserwowano dwoach
identycznych platkdw sniegu -
prawdopodobieistwe takiego
zdarzenia jest rzedu 10 do potegi
kilku milionéw!). Zalaczony tutaj
program #2 pozwala narysowad
rekurencyjnic  figure  bedjcy
przyblizeniem platkow $niegu
(prys.2), cho¢ trzeba dodad, ze
metoda uzyta przez Nittmana i
Stanleya byla zupelnie inna,

Dodajmy tez jeszcze, 7e po-
wierzchni¢ KsigZyca pokrywajg
kratery o bardzo rédinej srednicy,
przejawiajace wlasnodd samopo-
dobiefistwa. Zdjecia krajobrazu
ksigzycowego wykonane z ekrany
komputera wraz z odpowiednim
algorytmem mozna takze znalezd
w ksigzce Mandelbrota. Nie spo-
sob rowniez nie dostrzec podo-
bienstwa galezi z rys.1. do pioru-
now pojawiajacych sie na niebie
w czasie burzy. Fizycy przeprowa-
dzali odpowiednie symulacje
komputerowe ‘takich wytadowar.
Otrzymali struktury, dla ktdrych
liczba zajetych pikseli zalezy od
rozmiaru biyskawicy w sposcb
potegowy z wyktadnikiem row-
nym muniej wiecej 1.7.

I, S

" L o e

Pomimo wielu prob liczba ta
jednak nie zostata dotychczas wy-
prowadzona teoretycznie, stad tez
brak jest pelnej teorii DLA. Obe-
cnie wiadomo jednak, ze zlepki
DLA s3 przyktadem ogélniejszych
struktur zwanych multifraktalami,
do opisu ktorych konieczna jest
cala rodzina wymiarow fraktal-
nych, numerowana ciggtym para-
metrem, Zlepek pokazany na
rys.1. sklada sie z 5000 czgstek i
zostal wygenerowany przez zalg-
czony program #1 na komputerze
z procesorem 486 i koprocesorem
(25 MHz) w ciggu 40 minut: Naj-
bardziej czasochlonne jest biadze-
nie czastki. Dlatego tez w przesz-
toscl stosowano rozne wybiegi,
majace na celu przyspieszenie sy-
mulacji. W zalgczonym programie
natozono petiodyczne waranki
na ruch losowy. Oznacza to, ze od-
bywa si¢ on na ograniczonym
kwadracie, przy czym czastka "wy-
padajgca” z niego pojawia sie po
przeciwleglej stronie. Napisanie

efektywnego programu, generujg-
cego bardzo duze zepki, nie jest
bynajmniej trywialnym zagadnie-
niem. DuZo czasu zabiera sam
proces bladzenia. Dla przyspie-
szenia, czastce, znajdujacej sie z
dala od zlepka, mozna pozwoli¢
wykonywac¢ dluzsze skoki, Row-
niez sprawdzanie, czy n~1a czgstka
dotkneta zlepka, wymaga porow-
nania wspotrzednych (n-1) czas-
tek, co dla duzych n zajmuije sporo
czasu. Mozna dokonywad tylko
4 poréwnan z uzyciem macierzy
boolowskiej, jak w zataczonym
programie #1, ale wtedy dla du-
zych sieci pojawig sie problemy z
wielkoscig pamieci komputera.

Stad tez warto chyba przytoczyd
uzyskane w tef dziedzinie kolejno
rekordy. W 1983 r. Paul Meakin
wygenerowat zlepek ztozony z
10000 czastek na komputerze
VAX-11/780 w ciggu 20 godzin. W
dwa lata pézniej Ball i Brady na
IBM 3081 w ciggu 10 minut utwo-
rzyli zlepek o N = 100 000. Aktual-
ny rekord dla symuladji poza sie-
cig nalezy do Petera Ossadnika z
Niemiec, ktory na poczatku 1991
roku na Sun Sparc-workstation
wygenerowat zlepek o N -
=6 000 000 w ciagu 6 dni. Kilka fat
tetnu autor ninigjszego artykutu
"ulepil” na poczciwym ZX Spec-
trum zlepek sktadajgey sie z 3000 -
czgstek w ciggu 46 godzin za po-
mocg programu napisanego w Hi-
Soft Pascalu, uzywajgc sziuczek
asemblerowych, '

Mam nadzieje, Zze ten krétki

przeglad pozwolit Czytelnikowi

przekona¢ sie¢ o znaczgcej roli
fraktali w rozwoju wspotczesnej
nauki. Niektorzy twierdzg nawet,
e jestesmy $wiadkami trzeciej, po
teorii wzglednodci i mechanice
kwantowej, tym razem fraktalowej
rewolucji w fizyce dwudziestego
stulecia.

“
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PROGRAM #1 - Turbo Pascal 6.0

program DLA;
{$R-}
uses graph,crt;
const
liczba_czastek=5000;
dlugosc=228;
type
plaszczyzna=array [0..dlugosc,0..dlugosc] of boolean;
punkt=record x,y:byte end;
punkty=array [1..liczba_czastek] of punkt;

var
grupa_czastek, krok,m,n,x.y: integer;
warunek:boolean;
irarray [0..dlugosc] of integer;
Zszansa: comp;
wspolrz:punkty;
fiwspolrz:file of punkty;
siec : plaszczyzna;
nazwa : string [17};

function szansazextended; { generator liczb losowych }

const

a:comp=1203248318.0; c:comp= 2147483647.0 ;
var

rzec: extended;

begin
zszansa:= a*zszansa;
rZeC:= zszansa/c ;
zZszansa:=zszansa-c*Trunc(rzec);
szansa= zszanhsa/c;

end;

procedure poczatek;

begin
kroke=1;
randomize;zszansa:=trunc{ 2147483647.0%random);
grupa_czastek=liczba_czastek div 16; { kolejna grupa
przylepionych czastek bedzie zaznaczona innym kolorem; pozwoli
to zaobserwowac, ze wzrost zlepka zachodzi glownie
w zewnetrznych obszarach, a "fjordy" sa ekranowane. }
for n:=1 to dlugosc-1 do i[n]=n;
i[Q]=dlugosc- 1;i[dlugosc):=1;

for m=0 to dlugosc do
for n:=0 to dlugosc do
siec[m,n]:=false;

siec[dlugosc div 2,dlugosc div 2]:=true;
putpixel(dlugosc div 2,dlugosc div 2,white);
end;

procedure wypusc_czastke;
var

los :integer;
begin
los:=1+trunc{random{4)};

case los of
T : begin x:=1+trunc{random{diugosc-1));y—=1:end;
2 : begin x=dlugosc- Ty:=T+trunc{random(dlugosc- 1)):end;

3 : begin x=1+trunc{random{dlugosc-1));y:=dlugosc- 1;end;
4 : begin x=1;y="1+trunc{random{dlugosc-1));end

end;

end;

procedure grafika;

var -
sterownik, tryb:integer;

begin
detectgraph(sterownik, tryb);
sterownik:=detect;
initgraph{sterownik,tryb,"C:\TURBON\BGI");
setgraphmode(1);

end;

procedure dotknif;
begin :

- if siecfx+1,y] then warunek:=true else
if siec[x-1,y] then warunek:=true else
if siec[x,y+1] then warunek:=true else

if siec]x,y~ 1] then warunelc=true;
end;

procedure ruch;
var
los:byte;
begin
los:=1+trunc(szansa*4.0);
case los of
1 = begin x:=x+krok;x:=i[x};end;
2 : begin x:=x-krokge=i[x];end;
3 : begin y=y+krok;y=i[y];end;
d4 : begin y:=y-krok;y:=i[yliend;
end;
{putpixel(x,y,white); (* ta instrukcja pozwala zobaczye ruch losowy*) }
end; i

begin { **** PROGRAM GLOWNY **#*+*% }

grafika;
poczatek;

for n==1 to liczba_czastek do
begin

warunek:=false;
wypusc_czastke;

repeat

ruch;

dotknij;

urtil warunek;

putpixel(x,y,1+n div grupa_czastek);
wspolrz[n] x:—cwspolrz[n].y=y:
siec[x,y]:=true;

end;

nazwa:="dla2.wsp";
assign(fiwspolrz,nazwa);rewrite{fiwspolrz);
write(fiwspolrz,wspolrz);close(fiwspoirz);

closegraph;

end.

PROGRAM #2 - Turbo Pascal 6.0
program sniezynka;

uses graph,crt;

type

punkt=record x:integer;
yiinteger
end;

var

Linteger;

apunkt;

procedure platek(a:punkt;h:integer);
{ *kkkkk Pmcedura mkuren(:yjna ddkkk }
var

aa:punkt;

i,n:integer; begin

if h>1 then

begin

aa.c=ax+h div 3;aa.y=a.y+0;
platek{aa,h div 3);

aax=ax+2*h div ;aa.y:=ay+h div 3;
platek(az.h div 3);

aax=a.x+h div 3;aa.y:==a.y+2*h div 3;
platek(aa,h div 3);
aax~ax+0;aay=ay+h div 3;
platek(aa,h div 3); -

aax:=axth div 3;aay=a:y+h div 3;
platek(aa,h div 3);

end

else

begin

for =1 te 1000 do begin end; { spowolnienie }
putpixel(a.x,a.y,1):

end;

end;

procedure grafika;

var

sterownik,trybinteger; -
begin

detectgraph(sterownlk,tryb);

sterownik:=detect;

initgraph(sterownik,tryb,’C:\TURBO\BG!");

setgraphmode(1);

end;

begin { PROGRAM GLOWNY }
grafika;

ax:=2;
ay:=2;
writeln(’l musi byc potega liczby 3, tzn. [#3, 9, 27, 81, 243,..7);
readin(l);
platek(a,l);
repeat until keypressed;
end.
Marek Wolf
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