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PRZEDMOWA

Ksiazka jest przeznaczona przede wszystkim dla studentow pierw-
szego roku matematyki jako dodatkowa lektura, poza tym moze
shuzy¢ za samouczek. Ma na celu wprowadzi¢ czytelnika mozliwie
szybko i w sposob poprawny w podstawowe pojecia analizy matema-
tycznej, jak funkcja, granica, pochodna, ciag, szereg i catka. Odmienny
niz w wiekszoéci podrecznikéw uklad materialu pozwolit w wielu
miejscach skréci¢é wyklad przez wykorzystanie mniej elementarnych
srodkow dowodowych, ktére wszakze nie obciazaja kursu, bo i tak sa
zawsze wykladane. _

Przy pisaniu ksiazki korzystalem w szerokiej mierze z istniejacej
literatury w roznych jezykach. Ponadto wykorzystalem pewne pomy-
sty kolegéw A. Bieleckiego, C. Ryll-Nardzewskiego i M. Warmusa, za
co wyrazam im swa wdzigcznosc.

Jan Mikusiriski

Wroctaw, 2 czerwca 1954 r.




PRZEDMOWA DO WYDANIA DRUGIEGO

Drugie wydanie ,, Wstgpu do analizy matematycznej” ukazuje si¢ po
trzydziestu pieciu latach od wydania pierwszego.

Duzy to uplyw czasu dla podrecznika przedmiotu, ktorego wyklad
ulegt na przetomie lat szesédziesiatych i siedemdziesiatych powaznej mo-
dernizacji. Poczatkujacy student matematyki, fizyki, a takze nauk tech-
nicznych musi dzisiaj opanowaé bardzo obszerny wyklad analizy mate-
matycznej pelny pojec teoriomnogo$ciowych, algebraicznych i topologi-
cznych. Zdarza sig, ze studium abstrakcyijnej teorii powoduje zaniedbanie
umiejetnosci rachunkowych oraz zepchnigcie na margines wlasnosci
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej. Dlatego na wielu uczelniach powraca
sie do wykladu klasycznego lub uzupelnia si¢ glowny kurs analizy wstepem
do tego przedmiotu, nadajac mu forme oddzielnego wykladu.

Ksiazka Profesora Jana Mikusifiskiego z pewnoscia okaze si¢ W tej
sytuacji bardzo uzyteczna i bedzie jak przed laty shuzy¢ studentom wielu
specjalnosci.

Nie jest ona napisana tak pedantycznym stylem jak wyklady
obecnie publikowane: Autor nie zawsze wypisuje jawnie zalozenia
zapewniajace poprawnosc podawanych definicji, czesto nie odrdznia
symbolicznie roznych poje¢ — np. symbole f i f(x) sa w tej ksiazce
uzywane wymiennie. Ma to swoje zalety, dajac wykladowi lekkos¢
i zwiezlo$¢, ale wymaga tez wigkszej uwagi Czytelnika. W kilku takich
miejscach dokonano drobnych poprawek, a w niektorych przypadkach
dodano przypisy.

Wydawnictwo wyraza nadzieje, ze ksiazka ta pomoze wielu czytel-
nikom w opanowaniu pierwszych zasad trudnego i fascynujacego
przedmiotu jakim jest analiza matematyczna.

Arkadiusz Ploski

Rozdzial 1

'LICZBY

Rozdzial ten stanowi uporzadkowanie wiadomosci o liczbach
rzeczywistych. Innych liczb w tej ksiazce w ogole wprowadza¢ nie
bedziemy, dlatego liczby rzeczywiste bedziemy po prostu nazywali
liczbami.

Wigkszos¢ poje¢ 1 twierdzen rozdzialu I jest znana ze szkoly
podstawowej, systematyczne wigc studiowanie calego tego rozdziatu
nie jest konieczne dla zrozumienia dalszego ciagu ksiazki. Wystarczy
przejrze¢ same twierdzenia (bez dowodéw) i zapoznaé si¢ blizej
z zasadq indukcji matematycznej (§ 15) oraz z pojeciem i wiasnosciami
kresu (§22). Jednakze dla uzyskania ogolnego pogladu na stosunek
analizy do innych podstawowych dziatow matematyki pozyteczne jest
stopniowe zapoznanie Si¢ Z catosciag rozdzialu L

§ 1. Oznaczenia literowe

W matematyce czesto liczby oznaczamy literami. Piszac na

przyktad

(1.1) : (a+b)? = a*+2ab+b?,

mamy na mysli, ze wzor ten jest spetniony dla jakichkolwiek liczb
podstawionych za litery a i b. Jest przy tym oczywiste, Ze litera a w tym
wzorze musi wszedzie oznaczaé t¢ sama liczbe i podobnie litera b, gdyz
inaczej réwno$¢ moglaby si¢ sta¢ falszywa.

Przyjmujemy og6lna zasade:

W danym wzorze jedna i ta sama litera oznacza wszedzie jednq i te
samq liczbe.
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Podobna zasada obowiazuje takze, jezeli mamy wiecej wzorow
-zwiazanych z soba jakim$ rozumowaniem matematycznym, jak to ma
miejsce w roznych dowodach.

Wzér (1.1) jest takze spelniony, gdy aib oznaczajq te sama liczbe.

e * Rézne litery mogq oznaczaé te samg lzczbg

Natomiast, jak powiedzieliSmy, jedna i ta sama litera nie moze
jednoczesnie oznaczaé dwoch liczb.
Przyjmujemy dalsza zasade:

" Jezeli dwie litery oznaczajq te samq llczbg, -to mozemy zawsze jedng.. -

" litere zastapidé drugq i odwrotnie.
Na przyklad, jezeli a i b oznaczaja t¢ sama liczbg, to mozemy
zamiast wzoru (1.1) napisaé

(a+b)* = a® +2ab +a?;

ostatnia litera b zostata tu zastapiona przez a, poprzednie za$ litery
b pozostaly bez zmiany. OczywiScie taka modyfikacja wzoru jest
dopuszczalna tylko wtedy, gdy a i b oznaczaja te sama liczbe.

Czasem liczby sa oznaczone nie literami, lecz innymi symbolami.
Powyzsze zasady obowiazuja takze w tym przypadku.

§2. Rownosé

Jezeli litery a i b oznaczaja te sama liczbe, to piszemy
a=b

imowimy, ze a jest rowne b. Zamiast liter a i b moga tez byé uzyte inne
symbole.
Przy tej umowie ostatnig zasade z § 1 mozemy wypowiedzieé tak:

Jezeli a = b, to mozemy zawsze a zastqpi¢ przez b i odwrotnie.
Rownos¢ ma nastgpujace wlasnosci (1):

(%) Oprocz numeracji biezacej, jak np. (1.1), (2.1), (2.2) itp., w tym rozdziale niektére
wzory maja specjalne oznaczenia, np. (17), (27), (3), (1%), @), (3*) itp. Wzory ze
specjalnymi oznaczeniami maja podstawowe znaczenie i nalezy je pamietaé w ciagu
czytania pierwszego rozdzialu. W razie potrzeby czytelnik moze postuzyé sie tabelka
wzoréw podstawowych z rozdzialu I zamieszczona na koncu ksiazki.

§2. Réwnosé 9

(17 a=g;
(2%) Jezeli a=b, to b = a;

~e87) Jezelia=bib=c toa=c

Wiasno$¢ (17) pochodzi stad, ze litera a i ta sama litera a oznaczaja
t¢ samg liczbg. Wiasno$é (27) wynika stad, ze jezeli a = b, to litere
a stojaca po lewej stronie réwnosci (17) mozna zastapié przez b, co
daje r6wnos¢ b = a. Wreszcie wlasno$é (3<) wynika stad, ze jezeli
a=>bib=c, towdrugiej z tych réwnosci mozna zastapi¢ b przez a,
co daje réwnos¢ a = c.

Dodawanie przyporzadkowuje kazdej parze liczb a i b jednoznacznie
trzecig liczbg; liczbe t¢ oznaczamy przez a+b.

Zupelnie podobnie, mnozenie przyporzadkowuje kazdej parze liczb
a i b jednoznacznie trzecia liczbe (na ogét inng niz dodawanie); liczbe
te oznaczamy przez ab.

Wypowiemy tu dwie elementarne reguly rachunkowe, ktore wyni-
kaja z jednoznacznosci dodawania i mnozenia. Dla wygody reguly te
ujmiemy w forme twierdzen.

TWIERDZENIE 2.1."Jezeli a=b, to a+c¢ =b+c i ac = b.
(Stowami: Do obydwu stron réwnosci wolno dodaé te samq liczbe;
wolno takze obie strony pomnozyé przez te samgq liczbe).

Dowo6d. Na podstawie (17) mamy
2.1 a+c=a+c i ac=ac,

gdyz wlasnos¢ (17) przystuguje kazdej liczbie, a wiec takze i liczbom
a+ciac. Jezeli a = b, to zamiast litery a z prawej strony kazdej z tych
roéwnosci (2.1) mozna napisa¢ b, co daje a+c =b+c i ac = be.

TWIERDZENIE 2.2. Jezelia=bic=d, to a+c=b+d i ac = bd.
(Stowami: Rownosci mozna dodawaé do siebie i mnozyé przez
siebie). :

Dowod. Na podstawie twierdzenia 2.1 z réwnosci a = b wynika
(2.2) atc=b+c i ac = be.

Jezeli ¢ = d, to litere ¢ z prawej strony kazdej z réwnosci (2.2) mozna
zastapi¢ przez d, co daje réwnosci a+c=>b+d i ac = bd.
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§ 3. Dodawanie

Dodawanie ma nastepujace wiasnosci:

1"y a+b=b+a;
(2*) (a+b)+c=a+(b+c);
(3*) Rownanie a+x =Db jest rozwigzalne. .

Réwnosci (1%) i (2*) sa spetnione dla wszystkich liczb a, b i c.
Wiasnoéé (3+) wyraza, ze dla kazdej pary liczb a i b istnieje liczba x,
spelniajaca rOwnos¢ a+x = b. v

Wiasnosé (1*) na2ywamy przemiennosciq dodawania, (2%) #gczno-
éciq dodawania, wreszcie (3*) wykonalnosciq odejmowania. Uzasa-
dnienie tej ostatniej nazwy podamy w §4.

Wiasnoéci (17), (27) i (3*) sa tak dobrane, ze wynikaja z nich juz
wszystkie inne wiasnosci dodawania. Wobec tego dalsze wlasnosci
dodawania mozemy uja¢ w forme twierdzen i przeprowadzi¢ dla nich
dowody.

TWIERDZENIE 3.1. Istnigje jedna i tylko jedna liczba x spelniajqca
réwnanie b+x = b przy wszelkich b.

Dowéd. Istnienie liczby x spelniajacej rownanie b+ x = b wynika
z whasnoéci (31). Wszelako z wlasnoéci tej wynika tylko tyle, ze dla
kazdej liczby b istnieje jakas liczba x speiniajaca zadane réwnanie, ale
nie wynika jeszcze, ze liczba ta jest wspolna dla wszystkich liczb b. To
musimy udowodnic.

Niech a oznacza dowolnie pomy$lana liczbg. Dla tej liczby istnieje
jaka$ liczba x, spelniajaca rownanie -

3.1 a+x=a,

wykazemy, ze ta wlaénie liczba x jest wspolnym rozwiazaniem
roOwnania

b+x=5>b

przy wszelkich b.
Z (3*) wynika, ze istnieje liczba y spetniajaca ré6wnos¢

a+y=b,

§3. Dedawanie 11

czyli, co na jedno wychodzi, réwnos¢

3.2) b=a+y 7).
Stad mamy kolejno

b+x=(a+y)+x (tw. 2.1),
b+x=a+({y+x) 2%,
b+x=a+(x+y) a1+,
b+x=(a+x)+y 2",
b+x=a+y (3.1),
b+x=b (3.2).

Po prawej stronie kazdej z tych réwnosci podalismy twierdzenie,
wlasno$§¢ albo wzor uzasadniajacy dang réwnosc.

Ostatecznie udowodniliémy, ze liczba x, spelniajaca rdéwnanie
a+x = a przy jakiej§ dowolnie wybranej liczbie a, spetnia rowniez
rownanie b+x = b przy wszelkich b. Musimy jeszcze udowodni¢, ze
istnieje tylko jedna liczba o tej wiasnosci.

Przypusémy, ze istnieja dwie takie liczby i oznaczmy je przez x,
i x,. Wtedy. zachodza réwnoczesnie réwnosci

X{t+Xy =Xy,
x2+x1 = xz.

Z pierwszej rOwnosci mamy

x1 =X1+x2 R (2=)9

z drugiej za$
x1+x2 =x2 (1+)9
a stad »
Xy =X, (37).

Otrzymana réwnoéé dowodzi, ze istnieje tylko jedna liczba o za-
danej wlasnosci.
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Twierdzenie 3.1 jest ciekawe z tego powodu, ze pozwa}a v.vyr()inié
sposrod wszystkich liczb jedna o szczegélnej wlasnosq: liczba ta
dodana do jakiejkolwiek liczby daje ja w wyniku. Liczbge o tej
wlasno$ci nazywamy zerem i oznaczamy przez 0. .

Wobec twierdzenia 3.1 i przemiennosci dodawania (1*) mamy
19 O+a=a+0=a.

Mamy tu do czynienia z dwiema rowno$ciami, gdyz wzor (1°) jest
skroconym sposobem zapisania réwnosci 0+a =a oraz a+0 = a.

TwIERDZENEE 3.2. Jezeli a+x; =b i a+x,=0>b, to x; = x,. o

(Stowami: Rozwigzanie réwnania a+x = b jest jedyne dla kazdej
pary liczb a i b).

Twierdzenie to jest uzupelnieniem wiasnosci (3%).

Dowéd. Jezeli a+x, = b i a+x, = b, to na podstawie wlasnosci
réwnania mamy

(3.3) a+x, =a+x,.
Wobec (3%) istnieje taka liczba y, ze
(3.4) a+y=0.
Z (3.3) mamy kolejno
(@+x)+y=(a+x,)+y (tw. 2.1),
(x,+a)+y = (x;+a)+y (1),
x; +(a+y) = x,+(a+y) @),
X, +0=x,+0 (3.4),
X, =X, (19).

Cwiczenie. Udowodni¢ wzory:
(@) (a+b)+(c+d) = @+c)+(b+d);
B Ue+by+cl+d=a+[b+(c+d)]

§4. Odejmowanie

Na podstawie wlasnoéci (3¥) i twierdzenia 3.2 istnieje jed.na i Fylko
jedna liczba x spelniajaca rownanie a +x = b przy danych a i b. Liczbe
te nazywamy roznicq liczb a i b i oznaczamy przez b—a.

§4. Odejmowanie 13

Liczba b—a spelnia rownanie a+x = b, to zZnaczy ze
1) a+((b—a)=hb.

Przez wprowadzenie pojecia réznicy okreslilismy nowe dzialanie,
ktore kazdej parze (uporzadkowane;j) liczb a i b przyporzadkowuje
liczbg b—a. Dzialanie to nazywamy odejmowaniem. Twierdzenie 3.2
zapewnia jednoznaczno$é, wlasnoéé (3*) zas wykonalnoéé odejmowa-
nia. Stad tez nazwa tej ostatniej wlasnosci.

TWIERDZENIE 4.1. a—a = 0.
Dowéd. Dla b =a mamy ze wzoru (17)
a+(a—a) = a;
z drugiej strony zgodnie z (1°)
a+0=a.
Stad na podstawie twierdzenia 3.2 wynika
a—a=0,
TWIERDZENIE 4.2. Mamy wzory
(b—a)+a=>b i (b+a)—a=0h.

(Stowami: Jezeli od poewnej liczby odejmiemy drugq, a potem jq
dodamy, to wrécimy do liczby poczatkowej. Podobnie, jezeli do jakiejs

.. liczby dodamy drugq, a potem ja odejmiemy, to wrdcimy do liczby
.Y poczgtkowej),

Dow6d. Pierwszy z tych wzoréw wynika od razu ze wzoru 1)
przez zastosowanie prawa przemiennosci (1*) do jego lewej strony. Na
podstawie wzoru (17) mozemy tez napisa¢ a+[(b+a)—a] = b+a;
z drugiej strony zgodnie z (1*) mamy a+b =b+a. Z tych dwoch
réownosci wynika rownoé¢ (b+a)—a = b na podstawie twierdzenia 3.2.
Tym samym obydwa wzory twierdzenia 4.2 sa udowodnione.

Cwiczenie. Udowodnié wzZory:

() a—0=g;
B) a+(b—c)=(a+b)~c;
(1) a—(b~c) = (a+c)—b;

() (@—b)+{c—d) = (a+c)—(b+d).
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§5. Liczba przeciwna
Liczbe 0—a oznaczamy krocej przez —a i nazywamy liczbq
przeciwng do a; mamy wigc rOwnos¢
27 0—a= —a.
TWIERDZENIE 5.1. a+(—a) = 0. o '
(Stowami: Suma danej liczby i liczby przeciwnej jest rowna zeru).

Dowé6d. Dla b =0 mamy z réwnosci (17)
a+(0—a)=0,

a stad a+(—a) =0 na podstawie (27).

TWIERDZENIE 5.2. b+(—a) =b—a. . ‘
(Stowami: Dodanie liczby przeciwnej prowadzi do tego samego

wynika, co odjecie danej liczby). '
D o w 6d. Dodajac stronami liczbe b do réwnosci w twierdzeniu 5.1
mamy
[a+(—a)]+Db =0+D,

a stad o
a+[(—a)+b]=b 2% 1 (19,
a+[b+(—a)]=0>b a*.
Zestawiajac ostatnia roéwnos¢ z roéwnofcia (17) widzimy, ze
b+(—a) = b—a na podstawie twierdzenia 3.2.

TWIERDZENEE 5.3. —(—b) =b. o , onei
(Stowami: Liczba przeciwna do przeciwnej jest rowna adanej

hcz}l);ec);wéd. Podstawiajac zamiast a liczbg b w twierdzeniu 5.1 mamy
b+(—b)=0 i wobec (1*)

(—b)+b=0.
Podstawiajac za§ w twierdzeniu 5.1 zamiast a liczbe ~b mamy

(=b)+[—(=b)]1=0.

b

§5. Liczba przeciwna 15

Z otrzymanych dwoch réwnosci wynika —(—b) = b na podstawie
twierdzenia 3.2.

Cwiczenie. Udowodnié, ze ~(b—a)=a—b».

§ 6. Mnozenie

Mnozenie przyporzadkowuje kazdej parze liczb a i b trzecia liczbe
ab, zwana iloczynem, z zachowaniem wtasnosci podobnych jak w przy-
padku dodawania:

(1)  ab = ba;
(2) (ab)c = a(bo); :
(3) Réwnania ax = b jest rozwigzalne przy a #0.

Wiasnos¢ (1') nazywamy przemiennoscig mnozenia, (2°) {gcznoscig
mnozenia, (3°) wykonalnoscig dzielenia. Uzasadnienie ostatniej nazwy
jest podobne jak dla wykonalnosci odejmowania.

Wlasnos¢ (3°) rozni si¢ od analogicznej wiasnosci dodawania (3
tym, ze dochodzi tu dodatkowe zalozenie, ze liczba a jest rézna od
zera, co zapisaliSmy symbolem a # 0. Koniecznosé tego zalozenia
bedzie wyjasniona w §9.

TWIERDZENIE 6.1. Istnieje jedna i tylko Jjedna liczba x spelniajgca
réwnanie bx = b przy wszelkich b.

Dowo6d. Niech a oznacza dowolna liczbg r6zna od zera. W mysl
(3) istnieje dla tej liczby liczba x taka, ze
6.1) ax = a;

wykazemy, ze ta wlasnie liczba x jest wspllnym rozwigzaniem
rOwnania bx = b przy wszelkich b.
Z (3) wynika, Ze istnieje liczba y spelniajaca rowno$¢ ay = b, czyli

6.2) b=ay (27).
Stad mamy kolejno 4
bx = (ay)x (tw. 2.1),
bx = a(yx) @),
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bx = a(xy) (19,
bx = (ax)y @),
bx = ay 6.1),
bx =05 (6.2).

UdowodniliSmy istnienie liczby x o zadanej wlasnosci. Musimy
jeszcze wykazaé, ze istnieje tylko jedna taka liczba.

Jezeliby istnialy dwie takie liczby, na przyklad x, i x,, to
mielibySmy

XiXg=2X; 1 XyX; =X,.

Poniewaz druga z tych rownosci moze by¢ wobec (1) napisana w postaci
X;X, = X,, WigC na podstawie wlasnosci rownosci mamy x, = x,. A to
dowodzi, Ze istnieje tylko jedna liczba o zadanej wlasnosci.

Twierdzenie 6.1 wyrdznia taka liczbe, ze kazda liczba b przez nia
pomnozona daje w wyniku b. Liczb¢ o tej wlasnoéci nazywamy
jedynkq i oznaczamy przez 1.

Wobec twierdzenia 6.1 i przemienno$ci mnozenia (1) mamy

1Yy la=al =a.

TWIERDZENIE 6.2. JezZeli ax, =b, ax,=b i a#0, to x; = x,.
(Stowami: Rozwiqzanie réwnania ax = b jest przy a # 0 jedyne).

Dowod. Jezeli
ax,=b i ax,=b,
to na podstawie wlasnosci rOwnosci mamy
6.3) ax, = ax,.
Jezeli a # 0, to wobec (37) istnieje liczba y taka, ze
(6.4) ay = 1.

Z (6.3) mamy kolejno

(axy)y = (ax,)y (tw. 2.1),
(x10)y = (x,a)y (1),
x1(ay) = x,(ay) ),
x,1=x,1 (6.4),
X, =X, (1.

‘.%%/

§ 7. Dzielenie 1

§7. Dzielenie

Na podstawie wlasnosci (3°) i twierdzenia 6.2 dla kazdej pary licz

~aib, takiej ze a # 0, istnieje liczba x spelniajaca rownanie ax = I

Liczbe t¢ nazywamy ilorazem liczb b i a lub ulamkiem o mianownik

C e . b
a i liczniku b; oznaczamy ja przez Py

. b ., . .
Liczba — spelnia rownanie ax = b, to znaczy ze
a

) ag =b (a#0) (.

Przez wprowadzenie pojecia ilorazu okreélilismy nowe dzialanic
ktore kazdej parze (uporzadkowanej) liczb a i b takiej, ze a # (

. . b C
przyporzadkowujemy liczbe 7 Dzialanie to nazywamy dzieleniem.

TWIERDZENIE 7.1. g: 1 (a#£0).

Dowdd. Dla b =a mamy ze wzoru (1°)

a
a-=a.
a

Z drugiej strony zgodnie ze wzorem (1')

al = a.
Stad na podstawie twierdzenia 6.2 wynika §= 1.

b be

TWIERDZENIE 7.2. cé =—c=— (a#0)
a a a

(Stowami: Ulamek mnozymy przez liczbe, mnozqc jego liczni,
przez te liczbe). '

b
() Wzér (1°) nalezy czytaé: ,,a; = b dla a # 0”. Analogicznie rozumiemy podobn

zapisy.

2 — Wstep do analizy matematycznej
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. o .. b b .
Dowdéd. Réwnosé CE = ;c wynika z (1°). Pozostaje wiec udowod-

.. . b b
nié, ze —~¢c = —,
a a :
Mnozac (1) obustronnie przez c (tw. 2.1, str. 9), mamy

b
a-|c = bc,

a

b
al —c | = be.

a

Ale wzor (1°) zachodzi dla kazdej liczby b, pozostanie wigc prawdziwy,

a stad wobec (27)

(7.1)

gdy w nim litere b zastapimy przez bc
(7.2) aE = bc,
a
Z (71.1) i (7.2) wynika na podstawie twierdzenia 6.2, ze éc = 2(5
a a

TWIERDZENIE 7.3. Mamy wzory

b . ba
Ea—b i —a—=b (a # 0).

(S.lo.wami: Jezeli jakqs liczbe podzielimy przez drigq, rézng od
zera, i ll.ora:z przez nig pomnozymy, to wrécimy do liczby poczatkowe;.
Podobnie, jezeli jakgs liczbe pomnozymy przez drugq, réing od zera,

i iloczyn przez niq podzielimy, to wrécimy do liczby poczgtkowej).
Dowdd. Pierwszy z tych wzorow wynika z (19 i (1. Gdy we

wzorze (1°) zamiast b napiszemy ba, to bedziemy mieli aﬁ‘} = Iba,

z drugiej strony zgodnie z (') jest ab = ba. Z tych dwoch rc’?wnoéci

oo ., ba
wynika réwnosé o= b na podstawie twierdzenia 6.2.

§8. Liczba cdwrotna 19

§8. Liczba odwrotna

1 .
Liczbe p gdzie a # 0, nazywamy liczbg odwrotng do a lub

odwrotnoscig liczby a.

1
TwierDZENIE 8.1. CZ = (a #0).

Qo

(Stowami: Pomnozenie przez liczbe odwrotng daje to samo co
podzielenie przez dang liczbe).

1 el .1
Dowod. Dla b = 1 mamy z twierdzenia 7.2 c; = % i dalej c; = —2

wobec (11).

§9. Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania

Do podstawowych, omowionych juz wlasnosci dodawania i mno-
zenia

(1*) a+b=b+a, (1 ab = ba,
2%)  (a+b)+c=a+(b+c), (2)  (ab)c = a(bo),
(3*) Roéwnanie a+x=0>b (3) Roéwnania ax = b jest

jest rozwiqzalne, rozwigzalne przy a # 0
dolaczamy jeszcze jedna, wiazaca z soba oba dzialania:

(+) a(b+c) = ab+ac.

:
:

Wlasno$¢ te nazywamy rozdzielnosciq mnozenia wzgledem dodawa-
nia. Nie da si¢ ona wyprowadzi¢ jako twierdzenie z poprzednich
szeSciu wlasnosci. Natomiast ze wszystkich siedmiu wymienionych
podstawowych wlasnosci dadza sig juz wyprowadzi¢ wszystkie, w kto-
rych jest mowa o réwnosci, dodawaniu, odejmowaniu, mnozeniu
i dzieleniu. Podamy kilka wazniejszych twierdzefi, ktérych dowody
opieraja si¢ w sposob istotny na wiasnosci (1)

TWIERDZENIE 9.1. (b+c)a = ba+ca.
Dowodd. Rownosé te otrzymuje sie z (1) przez zastosowanie (1°).
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TWIERDZENIE 9.2. Mamy wzory
alb—c)=ab—ac i (b—c)a=ba—ca.
(Stowami: Mnozenie jest rozdzielne wzgledem odejmowania).
Dowéd. Wobec (17) mamy réwnosci
(9.1)

9.2)

ac+(ab—ac) = ab,
c+(b—c) =b.
Mnozac réwnosé (9.2) przez a, mamy
alc+(b—c)] =ab
i na podstawie (+)

9.3) ac+a(b—c) = ab.

Z réwnosci (9.3) i (9.1) mamy zgodnie z twierdzeniem 3.2 (str. 12)
a(b—c) = ab—ac.

W ten sposob pierwsza z réwnosci twierdzenia 9.1 jest dowiedzio-
na. Druga za$ wynika z pierwszej na zasadzie (1.

TWIERDZENIE 9.3. Og = a0 = 0.

(Stowami: Kazda liczba pomnozona przez zero daje zero).

Dowod. Dla ¢ = b mamy z pierwszej réwnosci w twierdzeniu 9.2
a(b—b) = ab—ab,
a stad na podstawie twierdzenia 4.1
a0 = 0.

Ponadto mamy 0Oa = a0 na mocy (1), co uzupetia dowdd.

Z twierdzenia 9.3 wynika, 7e rébwnanie ax = b nie ma rozwiazania,
gdy a=01ib # 0. Tym samym jest wyjasniona koniecznoéé warunku
a# 0 w (3). Jezeli natomiast a =01 b = 0, to kazda liczba x spetnia
réwnanie ax = b. Wyjaénia to konieczno$é warunku a #0 w twier-
dzeniu 6.2

-
.
.
o
o
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TWIERDZENIE 9.4. Mamy wzory

(o) (—a)b = f—ab,
®) (—a)(—b) = ab.
Dowod. b= O—ab = o
=0b—ab = (tw. 9.2)
=0—ab = (tw. 9.3)
= —ab 27).

Majac w ten sposéb udowodniona réwnos¢ (o), mozemy napisac

(=a)(—b) = —a(-h)

i dalej
(—a)(=b)= —a(0—-b) = @)
= —(a0—ab) = (tw. 9.2)
= —(0—ab) = (tw. 9.3)
= —(—ab) = @)
= ab (tw. 5.3).

. , 0.
TWIERDZENIE 9.5. Jezeli a#0 i b#0, tf) ab_;é -
(Stowami: Iloczyn liczb réznych od zera jest liczbq rézng od zera).

Dowod. Wystarczy udowodni¢, ze jezeli a # 0 i

94) ab =0,
to b = 0. Istotnie, z rownoéci (9.4) i z rownosci w twierdzeniu 9.3
a0 =0

wynika b =0 na podstawie twierdzenia 6.2.

b
TWIERDZENIE 9.6. Jezeli a#0 i b#0, to 2 # 0.




(Stowami: Ioraz liczb réinych od zera jest réiny od zera),
Dowéd. Wystarczy udowodnié, ze jezeli a 0 i

to b = 0. Istotnie, mnozac réwnoséé (9.5) przez a mamy éa =
a

wynika b =0 na podstawie twierdzen 7.3 i 9.3.

TWIERDZENIE 9.7, é (a#0ic#0),

(Stowami:

Ulamki mnozym zez siebi ;
. y pr siebie mnozgc i iczniki
i mianowniki). ac ich liczniki

Dowdd. Zgodnie z (I') mamy réwnosci

Mnozac te réwnosci przez siebie (tw. 2.2, str. 9), mamy
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Z drugiej strony zgodnie z (1Y) mozna napisaé

.7) (ac)% = bd,

poniewaz ac jest liczba r6zna od zera na mocy twierdzenia 9.6.

bd bd
- Z pproéci (9.6) 1 (9.7) wynika PRt na podstawie twierdzenia 6.2.

¥ A $
i .

TWIERDZENIE 9.8. S = sz_g (@a#0ic+#0).

(Stowami: Ulamek nie zmienia swej wartosci, jezeli licznik i miano-
wnik pomozymy przez te samq liczbe rézng od zera).

Dowdd. (Wobec (11) mamy {;—: gl, a stad kolejno na podstawie

twierdzen 7.1 i 9.7: Z)—=Q-E=E.
a ac ac

TWIERDZENIE 9.9. Mamy wzory

b b+c¢ . b ¢ b—c
2pE22TC 2278 axo0).
a a a a a a
(Stowami: Ulamki o wspélnym mianowniku dodajemy lub odej-
mujemy, dodajqc lub odejmujqc ich liczniki i zachowujqc mianownik bez
zmiany).

Dowodd. Stosujac kolejno twierdzenia 8.1, 9.1 i jeszcze raz 8.1,
mamy

1 1 b
LUV S S S S A
a a a a a a

Podobnie, stosujac kolejno twierdzenia 8.1, 9.2 i jeszcze raz 8.1,
mamy
1 1 1 b—c
2l mbmem = (p—0) = =S,
a a a a a a
Wypisywanie rownosci jedna za druga jest nieraz wygodniejsze niz
wypisywanie ich pod soba. Kazde dwie liczby bedace ogniwami tego
samego lancucha rownosci sa sobie réowne.
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Twierdzenia '9.8 1 99 pozwalaja dodawaé i odejmowaé ulamki
o dowolnych mianownikach (réznych od zera). Istotnie,

é+§=@+a_zl=bc+ad’ b d bec ad_bc—ad

a ¢ ac ac ac a ¢ ac ac ac

Z ostatnich dwoch rownoéci wynika

I*I )

SR

.

N
Q[ o
N—

W rachunkach tych oprécz wymienionych twierdzen byta wyko-

1zystana takze przemienno$¢ mnozenia (1°). dzigki twierdzeniu 6.2.

Cwiczeni/e. Udowodnié wzor

TWIERDZENIE 9.10, L cE (a0 i b # 0).

O

TN
o | R
US>

ad .
(Stowami: Liczbe dzielimy przez ulamek, mnozqc jq przez jego (b) b @R LeEt
odwrotnosé). . @
Dowod. Poniewaz wobec twierdzenia 9.5 jest ab # 0, wiec
" §10. Cyfry
i 1 (tw. 7.1),

Przyjmujemy oznaczenia

2=1+1, 5=4+41, 8=7T+t,
(1°) 3=241, 6=5+1, 9=8+1,
4=3+41, T=6+1, 10=9+1.

ey ),

a
5 =1 (tw. 9.7),

b a

<E’E>c =1c¢ (tw. 2.1),
a

Z(_gc) - @) i@y,

Poniewaz wobec twierdzenia 9.6 jest — # 0, wiec zgodnie ze wzorem
a

(1) mozna napisaé

Wiynika stad (przez dodanie obustronne liczby —1 i zastosowanie
twierdzen 5.2 i 4.2), ze

2-1=1, 5—1=4, 8—-1=7,
2°) 3—1=2, 6-~1=5 9-1=8,
4—1=3, T—1=6, 10—1=09.

Liczby 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 i 9 nazywamy cyframi. Wszystkie one,
z wyjatkiem 0, nazywaja si¢ tez liczbami jednocyfrowymi. Liczba 10
jest dwucyfrowa; symbol 10 nie oznacza tu mnozenia 1 przez 0. Jest
to pewna niekonsekwencja w stosunku do poprzednich oznaczen,
ale przyjmujemy ja ze wzgledoéw tradycyjnych. Mnozenie dwoch cyfr
bedziemy zawsze zaznaczaé, umieszczajac miedzy tymi cyframi krop-
ke, na przykiad 1-0 lub 5-7.




26 L. Liczby

mamy na mysl liczbe 5-1047.

z ktérych pierwsza jest rézna od zera, przyjmujemy, ze
(10.1) OY = ¢ -10+7;

liczby tej postaci nazywamy dwucyfrowymi.

§ 11. Tabliczka dodawania

‘ Ponizsza tabliczka jest tak ulozona, ze kazda wypisana w niej
liczba jest suma liczby z lewego brzegu tego samego wiersza i liczby
u gory tej samej kolumny, do ktorych nalezy dana liczba. Jest to
tabliczka dodawania.

0 6 7 8 9
7 8 9 10
§ 9 10 11
9 10 12
11 13
12 14
13 15
14 16
11 12 13 14 15 17
12 13 14 15 16 18

Tabliczka dodawania

11
12
13
14
15
16
17

W 0 g o

10
11
12
13

W oo 9 o b

10
1
12

3
4
5
6
7
8
9

10

2
3
4
5
6
7
8
9 11

1
2
3
4
5
6
7
8 10
9

10

1
2
3
4
5
6
7
8
9 10 11

Wszystkie pozycje tabliczki dodawania wymagaja dowodu.
Dowéd pozycji pierwszej kolumny i pierwszego wiersza wynika od
razu z (1°). Zauwazmy dalej, 7e jezeli Y jest dowolna cyfra, to

(1.1 10+Y =17,
gdyz zgodnie z (10.1) jest

10+Y =(1-10+0)+Y =1-10+Y = 1Y.
Wedtug wzoru (11.1) mamy na przyklad 10+4 = 14,

Znak 5-7 oznacza iloczyn liczby 5 przez 7. Piszac natomiast 57,

Ogolnie, jezeli znaki ¢ i Y oznaczaja dwie dowolne cyfry,

27

§11. Tabliczka dodawania

Oprécz wzoru (11.1) bedzie nam jeszcze potrzebna réowno$é
(11.2) (@+1)+G-1)=a+b,
ktora uzasadnia nastepujacy rachunek:

@+1)+G—1) =a+[1+b—1)] = a+[(b—1)+1] = a+b.

Wyszczegdlnienie wzordw i twierdzen, na ktorych ten rachunek sie
opiera, pomineliSmy. Systematyczne powolywanie si¢ za kazdym
krokiem na wzory i twierdzenia byloby, po nabyciu pewnej wprawy,
Zmudne i niecelowe.

Ponizsze rachunki sa oparte na wzorach (1°), (2%, (10.1) i (11.1);

242= 3+1= 4,

342= 4+1= 5,

3+43= 442= 5+1= 6,

443 = 542= 64+1= 17,

44+4= 54+43= 6+2= T7+1= 8,
544= 6+3= T7+2= 8+1= 9,

545= 64+4= 7+3= 8+2= 9+1=10,
6+5= 7+4= 8+3= 9+2=10+1=11,
6+6= 7+5= 8+4= 9+3=10+2=12,
7+6= 8+5= 9+4=10+3=13,

7+7= 8+6= 9+5=10+4= 14,

8+7= 946 =10+5=15,

8+8= 9+7=10+6= 16,

9+8 =1047 =17,
9+9 =10+8 = 18.

Dzigki tym réwnosciom mozemy w tabliczce dodawania wypetnié
wszystkie pozycje na przekatnej gidwnej (to znaczy na linii laczacej
lewy gorny punkt kwadratu z prawym dolnym) oraz pod nia. Ale
wobec przemiennosci dodawania mozemy tez wypelié pozostale
pozycje symetrycznie wzgledem przekatnej gtownej. W ten sposob cala
tabliczka dodawania jest uzasadniona.
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§ 12. Tabliczka mnozenia

Ponizsza tabliczka jest utozona podobnie jak tabliczka dodawania,
lecz zamiast sum sa w niej wypisane iloczyny liczb stojacych w pierw-
szej kolumnie i w pierwszym wierszu.

Jest to tabliczka mnozenia. Ma ona o jedna kolumne i o jeden

wiersz mniej niz tabliczka dodawania, bo nie jest w niej uwzglednione
mnozenie przez 0.

2 3 4 5 6 7 8 9
4 6 8 10 12 14 16 18
6 9 12 15 18 21 24 27
8 12 16 20 24 28 32 36
15 20 25 30 35 40 45
12 18 24 30 36 42 48 54
14 21 28 35 42 49 56 63
16 24 32 40 48 56 64 T2
18 27 36 45 54 63 72 81

Tabliczka mnozenia

OO0~ AWM e
s
(=}

Pierwsza kolumna tabliczki ma swe uzasadnienie we wiasnogci 1y
jedynki. Dalej zauwazmy, ze

a2=a(l+1)=a+a;

stad wynika, ze druga kolumna tabliczki mnozenia jest identyczna
z przekatng gléwna tabliczki dodawania (po odrzuceniu 0).

W celu uzasadnienia pozostatych pozycji wprowadzimy dwa twier-
dzenia pomocnicze.

(I) Kazda liczba w tabliczce (z wyjatkiem liczb pierwszej kolumny)
Jest suma liczby sasiadujacej z nig z lewej strony i liczby stojacej na
poczatku tego samego wiersza.

(IT) Jezeli Y, Y,, Y5 i { oznaczaja cyfry, przy czym cyfra {) jest
réina od zera i od 9, to

gdy T +Y, = Ys,

07T,
Y, +TY ={
<> ' 2 (01 = <>+1)> gdy Y1+Y2=1Y3.

017Y;

Na przykiad: 74+5=79, bo
74+8 =182, bo

445=09,
448 =12.
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Dowé6d (I). Przypusémy, ze liczba a stoi w wierszu o poczat-

kowym wyrazie Y, i w kolumnie o poczatkowym wyrazie Y, (.Y2 # 1).
‘W takim razie jest a=7Y,-Y,. Liczba sasiadujaca z a z lewej strony

jest réwna Y, (Y,—1), poniewaz znajduje si¢ w wierszu o poczat-

kowym wyrazie Y, i w kolumnie o poczatkowym wyrazie Y,—1.
“Wobec tego mamy udowodni¢, ze

Y, Y,=Y",-(Y,—1)+7Y,.
Istotnie, jest _
Yo Y,=0,-[(Y,-+1] =
=Y (V-D+Y - 1=0,-(Y,—-)+71,.
Dowod (II). Jezeli Y, +7Y, =Y, to
OY;+Y,=(0 10+Y)+T, = O - 104+(X +Y,) =
= 10+Y,= 07,
Jezeli Y, +7Y, =1Y,, to
OY,+ Y, =(0 - 10+Y)+Y,= O 10+(Y +Y,) =
= 10+1Y;= { - 10+(1-10+7;) =
=(0 104+1:10)+Y; = (0 +1)-10+ Y, =
=0110+7, = {,Ys.
Korzystajac z twierdzen (I) i (II) oraz z tabliczki dodawa}nia
i uzasadnionych juz pozycyj tabliczki mnozenia, wyliczamy kolejno:

3:-3= 6+3= 9, 7-7=42+7=49,
4:3= 8+4=12, 8:3=16+8=24,
4-4=12+4=16, 8-4=24+8=32,
5:3=10+5=15, 8-5=32+8=40,
5:4=15+5=20, 8:6=40+8 =48,
5:5=20+5=25, 8-7=48+8=256,
6:3=12+6=18, 8-8=156+8 =64,
6:4=184+6=24, 9-3=18+9=27,
6:5=244+6=30, 9:4=27+9 =36,
6:6=30+6=136, 9:5=36+9=45,
7-3=14+7=21, 9:6=454+9 =54,
7-4=21+7=28, 9-7=54+9 =063,
7-5=28+7=35 9-8=63+9=72,
7-6=35+7=42, 9-9=72+9=281.
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W ten spos6b mamy juz obliczone wszystkie pozycje tabliczki
mnozenia lezace na przekatnej i pod nia. Pozostale pozycje wpisujemy
symetrycznie wzgledem przekatnej gtownej, co jest uzasadnione prze-
mienno$cia mnozenia ).

§13. Ogélne uwagi o pojeciu liczby

Wszystkie liczby, o ktorych byla mowa w dwoch poprzednich
paragrafach, naleza do zbioru liczb naturalnych. Liczby naturalne
zjawiajg sie najwczesniej w historycznym rozwoju matematyki. Dopie-
ro pdzniej przez stopniowe uogodlnienie zostaja wprowadzone inne
liczby, pojmowane poczatkowo w sposéb naiwny i intuicyjny. Po-
trzeba oparcia analizy matematycznej na $cistych podstawach wylania
konieczno$¢ dokiadnego Sprecyzowania pojecia liczby. Powstaja (z
koficem XIX wieku) teorie Dedekinda i Cantora. W kazdej z nich
pojecie liczby jest inaczej skonstruowane, choé¢ w obydwu punktem
wyjScia sa liczby naturalne. W kilka lat pozniej Peano buduje dla liczb
naturalnych teorie oparta na pewnych pojeciach logiczaych. Oprocz
wymienionych teorii czy to ogolnych, czy tez dotyczacych liczb
naturalnych istnieje wiele innych. Choé liczby w tych teoriach sa
pojeciami réznymi, kazde z tych pojec jest réwnie dobre dla celéw
matematyki i jej zastosowar, a podstawowe wlasnoéci liczb sa we
wszystkich teoriach wspolne.

Dzial matematyki, ktéry zajmuje si¢ wprowadzeniem pojecia liczby
i uzasadnieniem podstawowych wlasnosci liczb, nazywa sie arytmetykq
teoretyczng.

W naszej ksiazce przyjeliSmy bez dowodu podstawowe wlasnosci
liczb jako punkt wyjécia. Wiasnodci te stanowia niejako stupy . gra-
niczne, ktore postawilismy miedzy trescia ksigzki a arytmetyka te-
oretyczna.

Dotad oméwilismy siedem podstawowych wlasnosci (1 *) 21,
(37), (1), 2), 3) i (1) oraz pewne konsekwencje z nich wynikajace.
Wiasnosci te pozwalaja wyrdznié ze zbioru liczb dwie liczby szczegl-
ne 01 1. Liczba 1 jest liczba naturalna. Dodajac do niej 1 dostajemy
liczbg naturalna 2. Dodajac kolejno znowu liczbe 1 dostajemy coraz to
nowe liczby naturalne. Postepowanie to sprecyzujemy $cisle w nastep-

)
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fym paragrafie. Pozwala ono na pod.stavs.lie wymienionych. wlasnosci
wyr6zni¢ spo$rod wszystkich liczb zblér liczb naturalr;ych i w konse-
wencji wyprowadzi¢ zasade indukcji mateynatyc'znej. . .
Droga ta jest w pewnym sensie odwroceniem h'1§t9r.}’lczne_| kolejpo-
§ci, pozwala jednak od samego poczatku prowadzgc'schlsle deduk'cyjny
wyklad w oparciu o kilka podstawowych wilasnosci liczb, plfzngt.ycfh
z arytmetyki teoretycznej (i znanych zreszta dobrze ze szkoty $rednie;j).

§ 14. Liczby naturalne
Liczbe 1 nazywamy liczba naturalna. Jezeli do liczby 1 dodamy 1,

nastepnie znowu 1 i tak dalej, to za kazdym razem dostaniemy liczbe
naturalng. Liczby 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 91 10 sa wiec naturalne. Nastepna

- liczba naturalna jest 11, gdyz 10+ 1 = 11. Ogolnie, zbi6r liczb natura-

nych N ma nastepujace dwie wlasnosci:

(1¥)  Liczba 1 nalezy do zbioru; - o

(2"  Jezeli liczba p nalezy do zbioru, to liczba p+1 réwniez do
_niego nalezy. o '
 Te wiasnosci nie charakteryzujg jednak jednoznacznie zbioru liczb

 naturalnych N, gdyz istnieja inne zbiory, na przyklad zbiér wszystkich

i j / Sci i 2V i0r N mozna wyrézni¢ zwa-
liczb, majace wilasnosci (1%) i (2¥). Zbior . ' ;

zywszy, ze do zbioru N nalezy liczba 1 i ty_lko _te llcgby, 'ktore
otrzymamy przez kolejne dodawanie 1. Zbior N jest wige najubo,zsz.ym
zbiorem o wlasnos$ciach (1V) i (2V). Poprawnie precyzujemy to mowiac,

* Zze zbior liczb naturalnych N zawiera te i tylko te liczby, ktore naleza

do wszystkich zbioréw Z o wlasnosciach (1V) i.(2”.). Tak zdeﬁl?iowany
zbidr N ma roéwniez wiasnosci (1)1 (2V). Istotn'le,. ll?zl_)a 1 nalezy c.io N,
"bo nalezy do wszystkich zbioréow Z. Ponadto, jezeli llCZ!.)a p’nalézy do
N, to nalezy do wszystkich Z; wobec tego p+1 nalezy réwniez do
wszystkich Z i w konsekwencji takze do N. _ -

Zbiér N nazywamy zbiorem liczb naturalnych, a liczby do niego
nalezace liczbami naturalnymi. . . . '

Jezeli jaki§ zbiér Z ma wlasnosci (1Y) i (2V), to zawiera vyszystklc?
liczby naturalne; na ogdt nie wyklucza to mozliwosci, ze inne liczby tez
naleza do Z.
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Wobec (17) liczba 1 jest naturalna. Liczby 2, 3,4, 5,6,7,8,91i 10
rowniez sa naturalne, co wynika z (2%) i (1°).

TWIERDZENIE 14.1. Jezeli n jest liczbg naturalng roznqod 1, to n—1
jest rowniez liczbq naturalng.

Dowéd. Niech Z, bedzie zbiorem zawierajacym liczbe 1 i wszy-
stkie takie liczby naturalne n, ze n—1 jest liczba naturalna; poza tym
niech Z,, nie zawiera zadnych innych liczb. Latwo pokaza¢, ze zbidr Z,,
ma wlasnosci (1V) i (2V). Istotnie, wlasnoéé (1%) jest spetniona z zatoze-
nia. Jezeli teraz Z,, zawiera liczbe p, to jest ona naturalna; tym samym
réznica (p+1)—1 jest liczba naturalng (bo jest réwna p). Wobec tego
p+1 nalezy do Z,.

Poniewaz zbior Z, ma wlasnosci (1%) i (2V), wiec zawiera wszystkie
liczby naturalne. Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n réznej od
1 réznica n—1 jest liczba naturalna.

TWIERDZENIE 14.2. Suma liczb naturalnych Jest liczbq naturalng.

Dowdéd. Niech m bedzie dowolna liczba naturalng. Oznaczmy
przez Z,, zbioér wszystkich liczb n, dla ktérych suma m+n jest liczba
naturalna. Liczba 1 nalezy do Z,,, gdyz z wlasnoéci (2%) i zalozenia, ze
m jest naturalne, wynika, ze m+1 jest liczba naturalna. Zatem zbidr
Z,, ma wlasno$¢ (17). Pokazemy, ze ma tez wlasno§é (2Y). Istotnie,
Jezeli p nalezy do zbioru Z,,, to liczba m+ p jest naturalna; wobec tego
liczba (m+p)+1, czyli liczba m+(p+1) tez jest naturalna. Ale to
wlasnie oznacza, ze p+1 nalezy do Z,,. :

Poniewaz zbior Z,, ma wlasnosci (1%) i (2%), wiec zawiera wszystkie
liczby naturalne. Zatem m+n jest liczba naturalna, jakiekolwiek
wezmiemy n naturalne. Poniewaz m jest takze dowolna liczba natu-
ralng, wigc twierdzenie jest udowodnione.

e

s

)

§15. Zasada indukcji matematycznej

.
‘@\2,
\«&5

W powyzszych dwoéch dowodach jest wykorzystana ogdlna meto-
da dowodzenia, ktora nazywamy zasadg indukcji matematycznej.

Przypusémy, ze chcemy pewne twierdzenie, w ktérym wystepuje
litera n, udowodni¢ dla wszystkich naturalnych wartodci n. Chcemy

-

 tym samym twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich naturalnych n.
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i‘§c wykazaé, ze jakakolwiek liczbg naturalng pqutawimy Z2 n,
derdzenie jest prawdziwe. Dowodzimy wowczas, ze

() Twierdzenie jest prawdziwe .dla n =.1; .

- (I1) Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla liczby naturalnej n = p,
“jest tez prawdziwe dla n=p+1. o o
" Skoro uda sie nam udowodni¢ (I) i (IT), to stad juz wyniknie, ze
vierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich naturaln'ych‘n.
 Istotnie, niech Z, bedzie zbiorem wszystkich ?aklch l}czb nfltural-
ych, ktére podstawione za n sprawdzajg tw1e.rdz.eme.. qu'vczas
dowodnienie (I) i (IT) jest rownowazne z udowodm?m?m, ze zbior Z,,
a whasnosci (1%) i (2Y). Wtedy Z,, zawiera wszystkie liczby naturalne

- Zasade indukcji mozna zilustrowal nastgpuja‘cyr}l przykladem.'
Przypu$émy, ze mamy nieskorniczenie wiele kamieni do gry w domi-

no i ustawiliémy je w szereg tak, ze upadek jedpegg kamienia p9chga
za soba upadek nastgpnego. Jesli wiec upadnie pierwszy kamien, to
upadng po kolei wszystkie kamienie ).

Dowdd twierdzenia 14.2 sprowadza si¢ dzigki zasadzie indukcji do

udowodnienia (przy dowolnej liczbie m), ze

(I) m+1 jest liczba naturalna; . o
(I1) Jezeli m+p jest liczba naturalna, to m+(p+1) jest rowniez

liczba naturalna.

Za pomoca zasady indukcji udowodnimy tez nastepujace twier-

dzenie:

TwiErDZENIE 15.1. Iloczyn liczb naturalnych jest liczbq naturalng.

Dowéd. Niech m bedzie dowolna liczba naturalna. Dowodzimy,
7e

(I) ml jest liczba naturalng; . o

(I)  Jezeli mp jest liczba naturalna, to m(p+1) jest rowniez
liczbg naturalng. . . o

Pierwsze zdanie jest oczywiste, gdyz ml = m, a m jest z zaiozgma
liczba naturalna. Jezeli teraz mp jest liczba naturalna, to mp+m jest

() Przeklad z ksiazki: H. Steinhaus, Kalejdoskop Matematyczny, Warszawa
1956, str. 42.

3 — Wstep do analizy matematycznej
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rowniez liczba naturalng jako suma liczb naturalnych (tw. 14.2). Ale §17. Liczby wymierne
mp+m = m(p+1), wobec czego m(p+1) jest liczba naturalng. Udo-
wodnilismy wigc (I) i (IT'). Stad wynika na zasadzie indukgcji, Ze iloczyn
mn jest liczba naturalna dla kazdej liczby naturalnej n. Poniewaz liczba
naturalna m jest takze dowolna, wiec twierdzenie jest dowiedzione.

Kazda liczbe, ktora daje si¢ przedstawi¢ jako iloraz liczby. cal-
kowitej przez liczbe calkowita rdéina od zera, nazywamy liczba
mierng. )
Kazda liczba calkowita jest wymierna, bo ja mozna przedstawic

§16. Liczby calkowite

Kazda liczbe, ktéra daje si¢ przedstawié jako roznica liczb natural-

Dla przykiadu podajemy kilka liczb wymiernych:
nych, nazywamy liczbg catkowitq.

0,1,2, -7,%, —3%, &
TWIERDZENIE 17.1. Suma, réznica i iloczyn liczb wymiernych jak
réwniez iloraz liczby wymiernej przez liczbe wymierng rézng od zera sq
liczbami wymiernymi. '
Dowdd. Niech p,, p,, 4, 1 g, beda liczbami calkowitymi, przy
czym q, #0 1 g, #0. Z réownosci

PL Py _ PidrtPads

Kazda liczba naturalna n jest calkowita, bo daje si¢ przedstawié
w postaci (n+1)—1.

Liczba 0 jest catkowita, bo 0 = 1—1.

Liczba przeciwna do liczby naturalnej n jest catkowita, bo —n
=1—(n+1).

Z uwag tych wynika, 7e na przyklad kazda z liczb

~7a _63 _Sa _43 —35 '—2, _‘1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

2

q:49
jest catkowita. 4 4 142
—D24
TWIERDZENIE 16.1. Suma, réznica i iloczyn liczb calkowitych sq Pr_P2_ I_)lﬁ—z—i,
liczbami catkowitymi. : 9 42 9192
Dowé6d. Majac dwie liczby catkowite mozemy przedstawié je Pi P2 _PiP2
W postaci my~n; i m,—n,, gdzie m,, n,, m, i n, sa liczbami 41 92 9192

naturalnymi. Wtedy wynika twierdzenie o sumie, roznicy i iloczynie liczb wymiernych, gdyz

po prawej stronie wystgpuja utamki, ktorych li.czniki i' n.lianov’vpiki sa
liczbami catkowitymi (tw. 16.1), przy czym mianowniki sa rozne od
zera (tw. 9.5, str. 21).

(my~n;)+(my—ny) = (my+my)—(ny +n,);
(my—n,)—(my—n,) = (my+n,)—(ny +m,);

(my—n)(my—n,) = (mymy+nyn,)—(myn, +myn,). Jezeli 123 £ 0, to nie tylko g, # 0, ale réwniez p, # 0. Z rownosci

:
§

Wyrazenia po prawej stronie tych réwnoéci sa liczbami catkowitymi, 12
gdyz sa réznicami liczb naturalnych, co wynika z twierdzen 14.2 i 15.1. Py
Szczegbly rachunkéw w powyzszym dowodzie zostaly pominigte. 41) P14
Obt?cnie b@.dziemy ju? .stal.e pf)mijali. schzeg()}y przy dodawan.iu, . .\ Pa2ds
odejmowaniu, mnozeniu i dzieleniu przyjmujac, Ze czytelnik potrafi juz : -
. . . . 92
wszelkie kroki w wykonywanych rachunkach uzasadnié.
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wynika twierdzenie o ilorazie liczb wymiernych, poniewaz p, q,
i p,q; sa liczbami catkowitymi (tw. 16.1), przy czym p,q, #0
(tw. 9.5).

§18. Liczby dodatnie

Wszystkie omawiane dotad wiasnosci liczb mozna nazwac alge-
braicznymi. Obecnie wlaczamy do naszych rozwazan nowa, niealge-
braiczna wlasnoéé liczb: dodatniosé. Liczby a, ktore maja te wlasnoéé
nazywamy dodatnimi, co zapisujemy symbolem 0 < q.

Dodatnio$cia rzadza nastepujace podstawowe prawa:

(1)  Dla kazdej liczby a jest prawdziwa jedna i tylko jedna z relacyj

a=0 albo albo

(2%) Jezeli 0<aiO<b, to O<a+bi0<ab

Liczby a, takie ze 0 < —aq, nazywamy ujemnymi. Wiasnos¢ (1)
mowi, ze kazda liczba jest albo zerem, albo jest dodatnia, albo ujemna.
Wilasnos¢ (2<) moéwi, ze suma i iloczyn liczb dodatnich sa liczbami
dodatnimi. Wiasnosci (1<) i (2%) nie dadza si¢ wyprowadzié z wlasno-
Sci i twierdzen omawianych dotychczas.

O<as 0<—'a.

TWIERDZENIE 18.1. Jezeli O <a i O < b, to 0 <l—).
a

(Stowami: Iloraz liczb dodatnich Jest liczbq dodatnig).

Dowéd. Gdyby byto g = 0, to mnozac te ré6wnosé przez a otrzy-
malibysmy b =0, wbrew zalozeniu. Gdyby bylo 0 < —g, to na-
podstawie (2<) mielibyémy Oa < ( —Z) a, czyli 0 < —b, wbrew zaloze-
niu. Wobec (1) pozostaje jedyna mozliwosé 0 < o

TWIERDZENIE 18.2. Jezeli a # 0, to 0 < ga.

Dowéd. Jezeli a# 0, to 0 <a albo 0 < —a na podstawie (1<),
Gdy 0<a, to O0<aa na podstawie (2%); gdy za§ 0< —a, to
0 <(—a)(—a) na podstawie (2<), czyli 0 < aa.
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TwierDZENIE 18.3. Kazda liczba naturalna jest dodatnia.

‘Uwaga. W dowodzie tego twierdzenia bfgdzierpy Ir}usieli skc’)r.zys-

z zaloZenia, ze istnieja co najmniej dwie liczby rdzne.

lozenie to przyjmowali$émy dotad milczaco, ale w dotychc.zasowych
lowodach nie gralo ono istotniejszej roli). Wynika stad, ze

1#0.

yby bowiem bylo 1=0, to nqielibyérgy aj-b =
(@a—b)1 =(a—b)0 =0, czyli a=> dla kazdej pary hcz.b aib.
Dowéd. Na podstawie zasady indukcji matematycznej wystarczy
owodnié, ze
@ o0<1;
(I1) Jezeli 0<p, to O <p+1. . _
Poniewaz 1 # 0, wigc na podstawie twierdzenia 18.2 _pst 0 f 1'- 1,
zyli 0 < 1. Z drugiej strony, jezeli 0 < p, to na podstawie (2<) jest
<p+1
Zp twierdzenia 18.3 wynika w szczegolnosci, ze liczby .1,. 2,3, 4, :5, 6,
7, 8, 9 i 10 sa dodatnie. Wobec twierdzenia 18.1 rowniez ilorazy liczb

aturalnych, na przyklad 3, %, %, 1+ i 3, sa dodatnie.

§19. Nieréwnosci

Jezeli 0 < b—a, to mowimy, ze ,liczba a jest mniejsza od b
i piszemy
a < b;
mozna tez mowié, ze ,liczba b jest wigksza od a“ i pisa¢ b > a.
Uwaga. Przy tej umowie symbol 0 < b moZna.odczy.taé dwoma
sposobami: ,liczba b jest dodatnia“ lub ,liczba b jest wigksza od

_ zera“. Nie ma w tym sprzeczno$ci, bo obydwa zdania oznaczaja

doktadnie to samo, gdyz z 0 < b wynika 0 <b—0 i odwrotnie.

TWIERDZENIE 19.1. Dla kazdej pary liczb a i b jest prawdziwa jedna
i-tylko jedna z relacyj

a=2>b b<a.

albo

albo a<b,
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Dowéd. Dla liczby b—aq j

1 tylko jedna z relacyj @ Jest prawdziwa, na podstawie (17), jedna. * TWIERDZENIE 19.6. Jezeli a<b, c<d i 0<b, 0 <c, to ac < bd.

(Stowami: Dwie nieréwnosci mozna pomnozyé przez siebie strona-
i, jezeli stwierdzimy, Ze lewa strona jednej z nich i prawa strona
“drugiej z nich sq dodatnie).

b—a=0 albo 0< b—a, albo 0< ~(b—a),

co dowodzi twierdzenia
<a-—b).

TWIERDZENIE 19.2. Jezeli a<bib<c toa<c

. Dowéd. Nieréwnosci g <

1 0<c—b; stad na podstawie

0 <c—q, a to oznacza, 7e g < .

Zamiast pisaé a<b i b < ¢ piszemy czesto

(ostatnia nieréwnogé jest rownowazna z 0
Dowoéd. Z twierdzenia 19.5 wynika, ze ac < bc 1 bc < bd, a stad
< bd na podstawie twierdzenia 19.2.

¢ TWIERDZENIE 19.7. Jezeli m i n sq liczbami naturalnymi i 0 < m—n,
m—n jest liczbq naturalng.
(Innymi stowy: Kazda liczba catkowita dodatnia jest naturalna).

b i b.<c oznaczaja, ze 0 < p—
(2%) jest 0<(—-a)+(c—b), czy

Dowo6d. Udowodnimy, ze:

(I) Z nieréwnosci 1 < m (m liczba naturalna) wynika, 7ze m—1
st liczba naturalng;

(I)  Jezeli kazda liczba naturalna wigksza od liczby naturalnej
p daje liczbe naturalna po odjeciu p, to kazda liczba naturalna wigksza
od p+1 daje liczb¢ naturalng po odjgciu p+1.

Istotnie, jezeli 0 < m—1, to m # 1 na podstawie (1<) i wobec tego
m—1 jest liczba naturalna (tw. 14.1, str. 32), co dowodzi (I).
Jezeli teraz m jest liczba naturalng wigksza od p+1, to 0 <m—
~(p+1), czyli 0 < (m—1)—p; zatem m—1 jest liczba naturalng (bo
1 < m) wigksza od p. Wobec tego, o ile przyjmiemy pierwsza prze-
stanke w (II) za prawdziwa, to liczba (m—1)—p, czyli liczba m—(p+ 1)
musi by¢ naturalna. Tym samym wiasnos¢ (II) jest udowodniona.
Z () i (II) wynika na podstawie indukcji matematycznej, ze jezeli
m jest liczba naturalna, wigksza od liczby naturalnej n, to m—n jest
rébwniez liczba naturalna. A to mieliSmy udowodnic.

a<b<e,
TWIERDZENIE 19.3. Jeseli <b, to ~;z+c <b+c

\ <b oznacza, Ze 0<b—a Poniewnas
b—;: (b+c)—.(a+g), wige 0 < (b+c)—(a+c), czyli a+c < Zl-l:ecwaz

. Na po,d§te.1w1e twierdzenia 18.3 jest 0 < 1. Dodajac do obu stro ‘t j
nierownosci jedynke otrzymamy nieréwno$é 1 < 2. Dodaj C Zz owe
Jedynke mamy 2 < 3 j dalej kolejno 3 < 4, 4 < 5,5<6,6 J<2L7 ;]iwgl

2 . . S L
<919 < 10. Wszystkie te MIErownosci mozna zapisaé¢ razem

O<1<2<3<4<5<6<7<8<9<10.

W tym taficuchu nieréwnogci kazda I

azda I Sniejsza j icj
od et iczba wezedniejsza jest mniejsza
‘ I'WIERDZENIE 19.4. Jezeli 4 j + + m W
4. <bic<d to atc<b d
Slowami: : TWIERDZENIE 19.8. Miedzy liczbami catkowitymi ¢ i ¢+ 1 nie ma

Nieréwnosci wolno dodawaé do siebie stronami). liczby calkowitej
iczby J-

Dowéd. Jezeli a<b i c<d, to 0<b—g i 0<d—ec Stad

0<(®—a)+(d—c) n Awie (2< -
a+c< b+d_( ) na podstiwie (2%, czyli 0 < (b+d)—(a+c), czyli

Dowod. Przypusémy przeciwnie, Ze istnieje liczba catkowita x,
spelniajaca nieréwnosci ¢ < x < c+1. Wtedy

TWIERDZENIE 19.5, Jezeli g <biO<ec to ac < be §

S . . « r 7 r . . ‘&3
(Stowami: Nieréwnogdé mozna pomnozyé przez liczbe dodatnigq). %

Dowéd. Jezeli g < b,t0 0 <
Stad 0 < bc—ac, czyli ac < be.

(19.1) 0<x—c<1.

[

Poniewaz x—c jest liczba calkowita (tw. 16.1. str. 34), wigc z (19.1)

b—ai0 < (b—a)c na podstawie (2). |
wynika kolejno, ze x —c jest liczba naturalna (tw. 19.7) mniejsza od 1,
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0< x—-c——l (tw. 18.3). Stad 1 < x—c, co jest sprzeczne z (19.1).

Cwiczenie. Udowodnié, ze
(o) Jezeli —a<x<a to —a< —x<a,

(P) Dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nierdwnoéci 0 < 1 <2,
h

§ 20. Slabe nieréwnosci
Slabq nieréwnoscig nazywamy wyrazenie
a < b;

0znacza ono, ze a = b lub a < b. Nieréwnoéé a < b jest wiec praw

szywa, bo nie jest 1 =0 ani tez 1 < 0.

odwrotnie).
Zamiast pisa¢ a < b i b <c, czesto piszemy a < b < c.

Jjedna z relacyj
a<b albo

Twierdzenie to jest konsekwencja tWierdzenia 19.1.
TWIERDZENIE 20.2. Jezeli a < b < a, to a=b.

b<a.

, Dowod. Nierdbwnosé a < b oznacza, ze a=>b lub a < b: nie-
rgwx}oéé b < a oznacza, ze b=a (czyli a=b) lub b < a. Pon’iewaz
n1e.rownos:,c1 a<bib<a wzajemnie sie wykluczaja na podstawie
twierdzenia 19.1, wiec pozostaje jedyna mozliwosé a = b

a wigc r6zna od 1; x—c—1 jest liczba naturalna (tw. 14.1, str. 32

.dziwa, gdy 1.~6wnoéé a =b jest prawdziwa lub gdy nieréwnoéé a < b
jest prgwdmwa. Na przykiad nieréwnosci stabe 0 <0 i 0< 1 s |
prawdziwe, bo 0 =0 i 0 < 1; natomiast nieréwnosé 1 < 0 jest fal- .

. S’ymbol a < b odczytujemy ,,a jest nie wieksze niz b”; mozemy tez
pisa¢ b > a i moéwié ,,b jest nie mnie jsze niz a”, co znaczy to samo.
Z okreslenia stabej nieréwnosci wynika, ze w kazdej réwnosci

a = b wolno znak = zastapié przez < (ale nie odwrotnie) i podobnie
w kazdej nieréwnosci a < b wolno znak < zastapi¢ przez < (ale nie

TWIERDZENIE 20.1. Dla kazdej pary liczb a i b zachodzi jedna i tylko

§20. Slabe nieréwnosci 41

TWIERDZENIE 20.3. Wszystkie twierdzenia od 19.3 do 19.6 pozostajq
wdziwe, jezeli w nich znak < zastqpimy wszedzie przez <.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, zZe

) Jezeli 0<ai0<b to0<a+bi0<ab

Istotnie, jezeli 0 =a 1 0=0b,to 0 =a+b i 0 = ab; mozna wtedy
pisaC0 <a+bi0<ab.Jezeli0<ai0<bto0<a+bi0<abna
odstawie (2<); mozna wigc znowu napisa¢ 0 < a+b i 0 < ab. Jezeli
eszcie 0=aiO<blubO0<aiO=b,to 0<a+bi0=ab; stad
i <a+bi0<ab

Wilasno$éé (2%) jest wiec udowodniona. Jest ona zupelnie analogi-
7na do wlasnosci (2°), to znaczy moze by¢ z niej formalnie otrzyma-
‘na, gdy zastapimy wszedzie znak < przez <.

Zauwazmy teraz, ze w dowodach twierdzen 19.3 do 19.6 nie
orzystaliSmy nigdzie z wlasnosci (1<), lecz wylacznie z whasnosci (2<).
ad wynika, ze gdy w tych dowodach zastapimy wszedzie znak
< przez <, to zamienia si¢ one na dowody analogicznych twierdzen
e znakiem <.

TWIERDZENIE 20.4. Jezeli a<b i ¢ <d, to at+c < b+d.
(Stowami: Dodajqc stronami nieréwnosé stabq i zwyklq otrzymuje-
“my nieréwnos¢ zwyklq).

Wynika to od razu z twierdzenia 19.3 (w przypadku c = d)
i z twierdzenia 19.4 (w przypadku c < d).

Cwiczenie. Udowodnié, ze
(o) Jezeli a<b, c<diO<h 0<c, to ac < bd.

(B) Dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nierownosci 0 < —-< 1.

B )

§21. Zbiory skonczone i zbiory ograniczone

Zbiér dowolnych elementéw nazywamy skoriczonym, jezeli istnieje
taka liczba naturalna n, ze migdzy elementami tego zbioru a liczbami
naturalnymi niewiekszymi od n daje si¢ ustali¢ odpowiednio§¢ wza-
_ jemnie jednoznaczna. Ustalenie takiej odpowiedniosci bedziemy nazy-
wali ponumerowaniem elementow zbioru. Na przykiad zbiér zlozony
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z liczb 7, 0 i % jest skonczony, bo mozna go ponumerowac: 7, 0,, (3),
lub 0,, (3),, 75, lub w inny jeszcze sposob.
Ogolnie, zbiér ponumerowany od 1 do n zapisujemy w postaci

zacych; podobnie przez najmniejszq liczbe zbioru rozumiemy taka
s7be, ktora nalezy do tego zbioru i jest mniejsza od wszystkich innych
czb don nalezacych. Gdy zbior jest ztozony z jednego tylko elementu,
ow element uwazamy za najwigkszy i jednocze$nie najmniejszy
element zbioru (co jest zgodne z intuicja).

Qys ey A,

Zbior, ktory nie jest skoniczony, nazywamy nieskoriczonym. Przy-
kladem zbioru nieskoniczonego jest zbior wszystkich liczb naturalnych.
Innym przyktadem jest zbiér ulamkow 1/n, ktérych mianowniki n sa
liczbami naturalnymi.

Zbiér liczbowy (to znaczy ztozony z liczb) nazywamy ograniczonym
z gory, gdy wszystkie liczby don nalezace sa niewigksze od pewne;
ustalonej liczby. Na przykiad zbiér ulamkéw 1/n jest ograniczony
z gory liczba 1.

Podobnie zbiér liczbowy nazywamy ograniczonym z dolu, gdy
wszystkie liczby don nalezace sa niemniejsze od pewnej ustalone;
liczby. Na przyktad zbior utamkoéw 1/n jest ograniczony z dotu liczba
0. Zbidr wszystkich liczb dodatnich jest ograniczony z dotu, ale nie jest
ograniczony z gory.

Gdy zbi6r jest jednoczesnie ograniczony z dohu i z gory, nazywamy
go krotko ograniczonym. Zbior utamkéw 1/n jest ograniczony (mimo
ze nieskonczony); elementy jego spelniaja nieréwnosci 0 < 1/n < 1.

Wszystkie liczby tego zbioru spelniaja tez nieréwnosci
—5<1/n< 2. Fakt ten $wiadczy réwniez o ograniczonosci zbioru.
Ogolnie biorac liczby ograniczajace dany zbior nie sg okre$lone
jednoznacznie.

W matematyce czgsto moéwi si¢ tez o zbiorze, ktory nie zawiera Zadnego elementu;
ki zbior nazywamy pustym. Trudno$¢ w przyswojeniu tego dos$¢ abstrakcyjnego
jecia jest mniej wiecej taka sama, jak nazwanie zera liczba, gdy zna si¢ tylko liczby
turalne. Mowiac o zbiorze skoriczonym lub nieskoriczonym, bedziemy mieli na my§li
wsze zbiory nie puste, a wiec zawierajace pewne elementy.

TWIERDZENIE 21.2. W kazdym skoriczonym zbiorze liczbowym ist-
ieje liczba najmniejsza i liczba najwigksza.

Dowo6d. Zbidr skonczony mozemy ponumerowal: dy, ..., d,.
() Gdy n =1, zbiér ma tylko jeden element, bedacy zarazem
ajmniejszg 1 najwieksza liczba zbioru.

(I)  Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla n = p, to wsrod liczb
dy, ..., a, istnieje liczba najmniejsza i najwigksza; oznaczmy je od-
powiednio przez b i c¢. Gdy a,,, <b, to a,,; jest najmniejsza
a ¢ najwieksza z liczb '

(1.1) Ay enes pigs

gdy b <a,., <, to b i c pozostaja najmniejsza i najwigksza z liczb;
gdy wreszcie ¢ <a,.y, to b jest najmniejsza, a a,,, najwigcksza
z rozwazanych p+1 liczb. W kazdym wigc przypadku wsrod liczb
(21.1) istnieje najwicksza i najmniejsza.

Przez indukcje wynika z (I) i (IT), ze w kazdym zbiorze skonczonym
a, ..., a, istnieje liczba najmniejsza i najwigksza.

TWIERDZENIE 21.1. Jezeli zbior P jest ograniczony z gory, to zbidr
Q liczb przeciwnych do liczb zbioru P jest ograniczony z dolu. Podobnie,
gdy P jest ograniczony z dolu, to Q jest ograniczony z gory.

Dowo6d. Oznaczmy przez f dowolng liczbe, ktéra zbior P jest
ograniczony z géry. Gdy x nalezy do Q, to —x nalezy do P i jest
—x < B. Stad —pB < x, co dowodzi ograniczonoéci Q z dohr przez
liczbe —B. Jezeli P jest ograniczony z dotu, powiedzmy liczba «, to
< —x, skad x < —a, co dowodzi ograniczonosci Q z gory.

Przez najwigkszq liczbe zbioru rozumiemy taka liczbe, ktora nalezy
do tego zbioru i jest wigksza od wszystkich innych liczb dof na-

TwierRDZENIE 21.3. Kazdy skoriczony zbior liczbowy jest ogra-
niczony.

Dowod. Jezeli przez b oznaczymy najmniejsza a przez ¢ najwiek-
sza liczbe zbioru, to b < x < ¢ dla wszystkich x tego zbioru. A to
oznacza ograniczono$¢ zbioru.
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§22. Kres gérny i zasada Dedekinda

Gdy zbidr jest ograniczony z gory,
wiele liczb ograniczajacych g0 z gory. Na

liczbe 1 i przez kazda liczbe wigksza od 1

Najmniejsza liczbe ograniczajaca z géry dany zbior nazywamy
kresem gornym tego zbioru. Chcac wige sprawdzié, ze pewna liczba

K je_st kresem gornym danego zbioru P, musimy pokazaé, ze
(1) x<K dla wszystkich x nalezacych do P;

(2 K jest najmniejsza z liczb o wlasnosci (1), to znaczy gdy

K; <K, to dla jakiego$ elementu x zbioru P jest K, < x.

Dla zbioru ulamkéw 1/n liczba 1 jest kresem gérnym, bo
1/n < 1 dla wszystkich n naturalnych, gdy za$§ K, < 1, to K, <1/n

dla n = 1. Ogdlnie, jezeli

x = K. Natomiast gdy K nie nalezy
istotny. Na przyklad kresem

spelnia warunek (2);
1jest K, <x np. dla x=3K,.

gorny?
Tak; ale nie da si¢ to udowodnié na

wlasnosé liczb; nazywamy ja zasadgq Dedekinda lub zasadq cigglosci.

Zbierzmy jeszcze wszystkie wiadomosci o liczbach, ktére przyje-

lismy w tej ksiazce bez dowodu.

Zbior liczb zawiera wiecej niz jeden element, jest w nim okreé-

!one dodawanie, mnozenie i relacja dodatnioéci; majg one nastepu-
Jace wilasnosci:

to istnieje nieskofczenie

: : przykiad zbioér utamkow
1/n o mianownikach naturalnych jest ograniczony z géry przez |

\ jaka$ liczba spelnia warunek (I) i nalezy
do P, to jest juz kresem gornym, gdyz warunek (@) jest wtedy
automatycznie speiniony. Istotnie, jezeli K, <K, to K 1 <x dla
do P, warunek (2) staje sie
' gornym zbioru U liczb ujemnych jest
liczba 0. Istotnie, warunek (1) jest spetniony, bo nieréwnoéé x < 0
zachodzi dla kazdej liczby ujemnej x. Liczba 0 nie nalezy do U, ale
gdy bowiem K, <0, to liczba K 1 jest ujemna

Czy dla kazdego zbioru ograniczonego z gory istnieje kres

nie podstawie dotad przyjetych
przez nas dziewigciu podstawowych wilasnosci liczb (17, (2%), (3%),

(1 @), 3), (1), 1% i (27). Istnienie kresu gornego zbioru ograni-
czonego z gdry przyjmujemy jako dziesiata i ostatnia podstawowa

S

§22. Kres gorny i zasada Dedekinda 4

)} a+b=b+a;

J @+b)+c=a+(b+c);

) Rownanie a+x = b jest
rozwigzalne;

(1) ab = ba;

(2) (ab)c = a(bc);

(3) Rownanie ax = b jest
rozwiqzalne dla a # 0;

(+) al+c)=ab+ac;

) a=0 albo O0<a, albo 0>a;
) Jezeli 0 <a i O<b, to 0<a+bi0<ab;
D)  Zbior liczbowy ograniczony z géry ma kres gorny.

Dotychczas udowodnione twierdzenia opieraly sic wylacznie na
lerwszych dziewigciu wlasnosciach. Wtasnosé dziesiata (D), czyli
asada Dedekinda odgrywa dominujaca role w matematyce wWyzszej.
edekind sformulowat ja w nieco odmienny, lecz najzupelniej rowno-
azny sposob, wprowadzajac pojecie przekrojow liczb; pojecie to nie
jest istotne dla matematyki i dlatego blizej go omawiaé nie bedziemy,
odsylajac zainteresowanego czytelnika do podrecznikdw arytmetyki
teoretycznej.

Problem prawdziwosci zasady Dedekinda zajmuje sie arytmetyka teoretyczna. Nie
chodzi tu jednak o udowodnienie, e nie stoi ona w sprzecznosci z omawianymi
wezesniej wlasnosciami liczb. Gwarantuje to, ze teoria zbudowana w oparciu o te zasade
bedzie logicznie poprawna i ze wyprowadzone z niej w spos6b dedukcyjny twierdzenia
nigdy nie beda z soba sprzeczne. Sprawa przyjecia lub odrzucenia tej zasady stoi poza
matematyka. Przyjmujemy ja, bo jest zgodna z nasza intuicja, a teoria na niej
zbudowana dobrze nadaje si¢ do opisania rzeczywistosci. Tutaj logika decyduje
0 poprawnosci teorii, a otaczajacy nas $wiat o jej przydatnosci.

§23. Kres dolny

Gdy zbior jest ograniczony z dotu, to istnieje nieskoficzenie wiele
- liczb ograniczajacych go z dohu. Najwieksza z tych liczb nazywamy
.kresem dolnym zbioru. Liczba k jest wiec kresem dolnym zbioru P, gdy
() k< x dla wszystkich x nalezacych do P;
(2) k jest najwigksza z liczb o wlasnosci (2), to znaczy gdy k < ki,
to dla jakiego$ elementu x zbioru P jest x < k.

TwierDZENIE 23.1. Kazdy zbidr ograniczony z dolu ma kres dolny.
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Dowod. Niech P bedzie danym zbiorem ograniczonym z dotu. owod wynika z uwagi, ze kazdy taki zbior jest ograniczony
Wobec twierdzenia 21.1 zbi6r P, ztozony z liczb przeciwnych do liczb
zbioru P, jest ograniczony z géry. Zbidr P, ma wiec kres gérny
k zgodnie z (D). Pokazemy, e —k jest kresem dolnym zbioru P.
Istotnie, jezeli x nalezy do P, to —x nalezy do P, ijest —x<k
zgodnie z (1): stad —k < x. Zatem liczba —k ma wlasnosé (1). Aby
pokaza¢, ze ma tez wlasnosé (@), przypusémy, ze —k < k,. Wtedy jch niewiekszych od a-+1 istnieje liczba najwigksza; oznaczmy ja
—k, < k, skad wynika wobec (2), ze istnieje w zbiorze P, taka liczba x, zez n. Jest wige n < a+1: Liczba n+ 1 nie nalezy juz do zbioru, wiec
ze —k, < x. Ale wowczas liczba — x nalezy do P i spetnia nieréwnoéé +1<n+1. Stad a<n<qg+1.
=X <k;. Zatem wlasnos¢ (2) jest spetniona. Z twierdzenia 24.2 wynika od razu tak zZwana.,

Wiasnosé (D) i twierdzenie 23.1 maja postaé zupelnie symetryczna.
Mozna by to twierdzenie przyjac jako zasade Dedekinda, a wlasnosé
(D) wyprowadzi¢ z niej jako twierdzenie.

TWIERDZENIE 24.2. Dla kazdej liczby nieujemnej a istnieje liczba
ralna n spefniajgca nieréwnosci a < n <a+l.

ZASADA ARCHIMEDESA. Dl kazdej liczby istnieje liczba naturalna od
nief wigksza.

Korzystajac z zasady Archimedesa mozemy fatwo udowodnié, ze
resem dolnym zbioru ulamkéw 1 /n o mianownikach naturalnych jest
iczba 0. Istotnie, warunek (1) jest spetniony, bo 1/n > 0. Warunek 2
est rOwniez spetniony, gdyz dla kazdej liczby dodatniej k, istnieje
liczba naturalna n wigksza od 1/k;. Stad 1/n <k,.

§24. Zasada minimem i zasada Archimedesa

Udowodnimy jeszcze pewne twierdzenia o liczbach catkowitych
i o liczbach naturalnych,

Cwiczenie, Udowodni¢, ze liczba naturalna n, spelniajaca przy danym a >0

TWIERDZENIE 24.1. W zbiorze liczb catkowitych ograniczonym z gory
nieréwnosci a <n < a+1, istnieje tylko jedna.

istnieje liczba najwigksza. Podobnie, w zbiorze liczbh catkowitych ograni-
czonym z dotu istnieje liczba najmniejsza. '

Dowod. Jezeli zbior jest ograniczony z gory, to zgodnie z (D) ma
kres gorny K. Wobec (2) istnieje w nim liczba ¢ speniajaca nierownosé
K—1<c Gdyby w rozwazanym zbiorze istniala liczba x (catkowita)
wigksza od ¢, to byloby ¢ < x < K na podstawie (1) i w konsekwencji
c<x<c+1(boK<c+1) A to Jest niemozliwe wobec twierdzenia
19.8 (str. 39). Zatem c jest najwieksza liczba rozwazanego zbioru.

Jezeli dany zbior P jest ograniczony z dotu, to zbidr Q zlozony
z liczb przeciwnych do liczb zbioru P Jest ograniczony z géry. Wobec
tego w zbiorze Q istnieje liczba najwigksza c¢. Gdy x jest elementem
zbioru P, to —x nalezy do Qi jest —x < c. Stad —c¢ < x. Zatem —c¢
jest najmniejszym elementem zbioru P

Prostym wnioskiem z twierdzenia 24.1 jest tak zwana

ZASADA MINIMUM. W kazd ym zbiorze zlozonym z liczb naturalnych
istnieje liczba najmniejsza.
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§ L. Pojecie funkcji ¢

esla funkcje w zbiorze X zawierajacym wszystkie liczby z wy
atkiem 0 (bo symbol 4 nie ma znaczenia),
Wezmy inny przyklad funkgji. Przyporzadkujmy kazdej liczbi
ajwigksza liczbe catkowita y niewieksza niz x. Na przyklad liczbi
- Jest w ten spos6b przyporzadkowana liczba 2, liczbie za$ $ liczba 1
“unkcje te nazywamy calosciq,
Funkcje mozna tez okresli¢ przez wypisanie pewnych liczb zbion
X i odpowiadajacych im liczb ¥, na przyklad

xl=1-4 041 3 2
yoo1 320 %1 3 4

Tabelka ta pozwala wprost odczytaé liczbe y, gdy podana jes
liczba x. Na przyktad widzimy z niej, ze liczbie —3 jest przypo-
rzadkowana liczba 1. Przedstawienie tabelkowe ma te wadeg, ze na
_ ogdl nie da sie tym sposobem okresli¢ funkcji w zupelnosci. Na
 przyklad tablice logarytmiczne okreslaja funkcje w pewnych odstepach
. wartosci x. Funkcja moze byé catkowicie okreslona przez tabelke
. tylko wtedy, gdy zbiér X Jest skonczony.
. Tabelka uwypukla fakt, ze istota funkcji jest powiazanie liczb
W pary. Na przyktad w podanej wyzej tabelce wystepuje para [3] i pa-
ra [2]. Skoro znamy zbiér wszystkich par, w ktorych na pierwszym
miejscu znajduje sie liczba x ze zbioru X, na drugim przypo-
Méwi . ) ) ) ) . rzadkowana jej liczba Y, to znamy funkcje. I na odwroét, majac
oy OWImy, ze w zbiorze liczbowym X Jest okreslona pewng Junkcja, | okre§lona funkcje, znamy wszystkie pary do niej nalezace (chociaz nie
Jezeli ka‘zdej liczbie x tego zbiory Jest przyporzqdkowana Jednoznacznie zawsze mozemy je wszystkie wypisac).
pew;a liczba . ' . ’ Z punktu widzenia formalnego mozna funkcje uwazaé wprost za
prZYkr*z)c’iptnggkowame to moze byé okreslone Jjakims wzorem; na zbior par. Chodzi tu o pary uporzadkowane, to znaczy takie, w kto-
rych inna jest rola elementu pierwszego, inna za$ elementu drugiego.
Liczby x bedace pierwszymi elementami tworza zbiér X, liczby za$
y bedace drugimi elementami tworza inny na ogdt zbidr Y Na
przyklad dla funkcji okreSlonej wzorem y = x2 zbiér X Zawiera
-~ wszystkie liczby, zbiér za$ Y tylko liczby nieujemne. Zbiér X nazywa-
my zbiorem okreslonosci, a zbiér Y zbiorem wartosci danej funkgji.
Zbiér par okreslajacy funkcje nie moze by¢ dowolny, zadamy
bowiem, zeby kazdej liczbie x byla przyporzadkowana Jjednoznacznie
liczba y. Oznacza to, 7e kazda liczba zbioru X nalezy jako pierwszy

Rozdziat i

‘ FUNKCJE

§ 1. Pojecie funkcji

. Boj@cie funkcji jest bardzo waznym narzedziem w opisywaniu
%]?Wls.k przyrody, w ktorych istnieje pewna zaleznosé miedzy wielko-
Sciami, ’J’ak na przyklad zaleznogé drogi przebytej od czasu Iub
zalgzn.osc‘ preznosci gazu od temperatury. Wraz ze zmiang czasy
zml'ema} si¢ droga przebyta, wraz ze Zmiang temperatury zmienia sie
prgzngsc’ gazu. Takie i podobne interpretacje spowodowaly, ze pojecie

N
S

s

B

y=x?

przyporzqdkowuje liczbie 2 liczbe 4, liczbie 3 liczbe 7. We wzorze tym
mozna podstawié za x dowolna liczbe, wzér okresla wiec funkgje
W zbiorze X, zlozonym ze wszystkich liczb.

Natomiast wzor

4 — Wstep do analizy matematycznej

8
R

R




56 II. Funkcje
element tylko do
powtarza¢ w réznych parach (jako drugie
W podanej
drugie elementy sy ta sama liczbg,
Wobec tych UWwag mozna powiedzies:

Funkcja jest zbiorem par (u ]
Funk porzqdkowanych), takich se s
Majq roine elementy Dierwsze, e e reme par

.D.eﬁmqa ta jest o tyle przyjemniejsza od Poprzednigj, opartej na
Pojeciu Przyporzadkowania, e opiera si¢ na matematycznych poje-
c1.ach zb'loru ! pary, zastgpujacych logiczne pojecie przyporzadkowa-
nia, lec? definicje §4 zreszta zupelnie réwnowazne,

'P01¢01e_ funkgji jako zbioru par daleko odbiega od intuicyjnego

. wzorem y =
f)deWladajaca Przyciaganiu ziemskie
mnych oznaczer piszac s = 1412, ale j
Jakimi literami oznaczymy elementy
weale na istote funkcji.

§2. Zapisywanie funkcji

Zamiast méwié »funkcja dana wzorem y = x2”
— 2,, . 2 > 7 .
x*” lub »funkcja x2” Ostatni skrét niezupehie

| B4

ie

ktérego i my bedziemy uzywali
nieréwnosé napiszemy

dla

§2. Zapisywanie funkcji 5

dréznienia uzyé innych liter, np. g lub A.
Systematyczne Wypisywanie wasow { } dla odr6znienia funkcji od
&j wartosci jest w praktyce ucigzliwe. Dlatego w dalszym ciagu, gdzie

bedzie obawy nieporozumienia, bedziemy te wasy opuszczali,

godnie ze zwyczajem uswigconym tradycja.

Dla oznaczenia pewnych specjalnych funkcji moze by¢ zarezer-
_ wowana specjalna litera. Na przyktad dla oznaczenia funkcji catosg,
omoéwionej w poprzednim
symbol E(x) oznacza najwigksza liczbe catkowita, ktdra nie przekracza
liczby x. Wynika stad w

paragrafie, bywa uzywana litera E. Wtedy

szczegdlnosci nierdéwnosé
x—1<E(x) < x.
W nowszej literaturze zamiast E(x) czgsciej spotyka sie symbol [x],
w dalszym ciagu. Ostatnia wiec

Divicwlela.  xei
x—1<[x] <x. 1D ce!
.f(x) =[x] Majursliing Uedkoo.  waruownbe £ X

§3. Geometryczna interpretacja liczb i funkceyj

Dawniej opierano analiz¢ matematyczna w duzej mierze na dowo-

dach geometrycznych. Cechg nowoczesnego ujecia analizy jest zupelne
. wyeliminowanie geometrii jako $rodka dowodowego. Mimo to powig-
~ zanie analizy z geometrig jest bardzo wazne, gdyz utatwia intuicyjne
~ uchwycenie wielu pojeé i
 wskazem w réznych badaniach

twierdzed, co moze by¢ cennym drogo-
(nie méwiac juz o znaczeniu analizy
samej geometrii.

W tej ksiazce strona geometryczna wykladu bedzie potraktowana

obszernie, ale raczej intuicyjnie, bez przestrzegania $cisto$ci matema-
tycznej. Geometria bedzie raczej ilustracja wykladu.

Ka

Liczby interpretujemy geometrycznie jako punkty na proste;j.
zdej liczbie odpowiada jeden punkt na prostej i kazdemu punktowi
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element tylko do jednej pary. Natomiast liczb
powtarza¢ w réznych

W podanej poprzednio
drugie elementy sa tg sama liczba.
Wobec tych uwag mozna powiedzieé:

Funkcja jest zbiorem par
majq rozne elementy pierwsz,

Definicja ta jest o tyle

D pPrzyjemniejsza od poprzedniej, opartej na
Pojecu przyporzadkowani crrnpch o

: ' . a, Ze opiera sie na matematycznych poje-
01.ach zb_10ru 1 pary, zastepujacych logiczne pojecie przyporzadkowa-
nia, lee definicje sa zreszty zupetnie réwnowazne,

.POchie. funkcji jako zbioru par daleko odbiega od intuicyjnego
Pojmowania zmiennosci zjawisk w przyrodzie. Stanowi Jednak precy-

jawisk. WeZmy na

W czasie odpowiada pewne polozenie ciala; tym

_ : z_bioru X jgst zwigzana pewna liczba zbioru Y,
Mamy wiec do czynienia z funkcja. Doswiadczalnie sprawdzono, ze

funkcjg ta giaje si¢ okresli¢ wzorem Y =129x? gdzie g jest pewna liczbg
odpowiadajaca Przyciaganiu ziemskiemu, W fizyce uzywa si¢ zwykle

?nn.ycl-a gznaczgﬁ piszac s = £g12, ale jest oczywiscie zupeinie obojetne,
Jjakimi hte.raml Oznaczymy elementy zbioréw X » Y i nie wplywa to
wcale na istote funkegji.

§2. Zapisywanie funkcji

Zamiast méwié ~funkcja dana wzorem y=x%
?(récej ! ofunkcja y = x2” [yb ~funkcja x2”
Jest poprawny, gdyz x2 nie oznacza funkgji, lecz liczbe przyporzad-
kowana _Iiczbie X, czyli drugi element pary, ktérej pierwszym ele-
mentem jest x. Dlatego w przypadkach mogacych budzi¢ watpliwosé

" méwi sie czesto
. Ostatni skroét niezupelnie

_ Yy zbioru Y moga si¢ |
parach (jako drugie elementy). Na przyklad

tabelce wystepuja pary [717i [17, ktérych ©

(uporzqdkowanych), takich ze rézne pary
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lepiej jest uzywaé innego symbolu dla oznaczenia funkcji, np. {x?}.
Podobnie funkcje okreslona wzorem y = 1/x oznaczylibysmy sym-
bolem {1/x}. Moze si¢ zdarzyé, ze nie znamy wzoru ogllnego
okreslajacego funkcje albo tez z jakich§ powodéw nie cheemy go uzyc.
Wtedy liczbe przyporzadkowana przez t¢ funkcje liczbie x oznaczamy
przez f(x), sama za$ funkcje przez {f(x)} lub krécej przez f Majac
jednoczesnie do czynienia z innymi Jeszcze funkcjami, mozemy dla ich
odrodznienia uzyé innych liter, np. g lub h.

Systematyczne wypisywanie wasow { } dla odr6znienia funkcji od
jej wartosci jest w praktyce uciazliwe. Dlatego w dalszym ciagu, gdzie
nie bedzie obawy nieporozumienia, bedziemy te wasy opuszezali,

- zgodnie ze zwyczajem uéwigconym tradycja.

Dla oznaczenia pewnych specjalnych funkcji moze byé zarezer-
wowana specjalna litera. Na przykiad dla oznaczenia funkcji catosé,
omowionej w poprzednim paragrafie, bywa uzywana litera E. Wtedy
symbol E(x) oznacza najwicksza liczbe catkowita, ktéra nie przekracza
liczby x. Wynika stad w szczegdlnosci nieréwnosé

x—1 < E(x) < x.

W nowszej literaturze zamiast E(x) czgsciej spotyka sig symbol [x],
ktérego i my bedziemy uzywali w dalszym ciagu. Ostatnia wiec
nier6wno$¢ napiszemy Dunciled xedd

x—1<[x]<x. D
£ =1 Mapoghna Lodo saiownte <X
3. Geometryczna interpretacja liczb i funkceyj

Dawniej opierano analize matematyczna w duzej mierze na dowo-
dach geometrycznych. Cecha nowoczesnego ujecia analizy jest zupelne
wyeliminowanie geometrii jako $rodka dowodowego. Mimo to powia-
zanie analizy z geometria jest bardzo wazne, gdyz utatwia intuicyjne
uchwycenie wielu pojeé i twierdzefi, co moze by¢ cennym drogo-
wskazem w roznych badaniach (nie méwiac juz o znaczeniu analizy
dla samej geometrii.

W tej ksiazce strona geometryczna wyktadu bedzie potraktowana
obszernie, ale raczej intuicyjnie, bez przestrzegania $cisto$ci matema-
tycznej. Geometria bedzie raczej ilustracja wykladu.

Liczby interpretujemy geometrycznie jako punkty na proste;.
Kazdej liczbie odpowiada jeden punkt na prostej i kazdemu punktowi

1
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IL. Funkcje

Rys. 1

W zwiazku z geometryczna interpretach liczb czesto uzywamy
geometrycznego sposoby wyrazania sie. Moéwimy na przykiad wartosci
Junkcji f w punkcie x; ma to oznacza¢ liczbe f (x), ktdra funkcja
f brzyporzadkowuje liczbie x.

Majac dwie osie liczbowe nieréwnolegle, mozemy kazdemu punk-
towi plaszczyzny brzyporzadkowaé dwa punkty na osiach bedace jego
rzutami. Tym samym kazdemu punktowi plaszczyzny zostaja przypo-
rzadkowane dwie liczby i, odwrotnie, kazdej parze liczb Jest przypo-
rzadkowany pewien punkt plaszczyzny. Zwykle Przyjmujemy, ze osie
§q prostopadle do siebie j majg zerowy punkt wspolny (rys. 2).

Rys. 2

Jezeli funkcje traktujemy jako zbiér par liczb, to jej geometryczna
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W zalaczonej tabelce (rys. 3) podajemy dla przykladu wykresy
ilku funkcyj. v

yF ]
' 0 Z
0 z \
y=a* y==
Y y —
0 x 0 x
Y=z y=[x]
?/} Y
| S
0 x 0 T
y=1 y=x—[x]
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4 1. Funkeje

Cwiczenie. Poda¢ wykresy funkcyj okreslonych Wzorami:

B y= [x1-2[4x].

1
(@ y =;;

§4. Modu}

Przez modui la] (czyli bezwzgled g i i
* ! €anq wartosc) rozumiem liczb
0 < q, liczbe zag —a, gdy a < 0. Na przykiad YiEea ady

Bl=5, jo/=o, =7 =7.
Ogolnie mamy réwnodg
4.1) lal = a dla 0g a,
(4.2) ld=~a dla 4<g %
TWIERDZENEE 4.1 Gdy a+#0, to lal > 0. %

TwierDZENIE 4.2, la] = |—q|.

(Stowami: Pog znakiem modyly wolno zmieni¢ znak),

Dowéd. Twierdzenie Jjest oczywiste, gdy g = (. Gdy za$ 0 < g, to
la| —Oa 1|—qg|= —(_—-a) = a, co dowodzi twierdzenia, Gdy wresz,cie
a<0,to la) = —¢ i{ [—al = —q, co dowodzi twierdzenia,

TWIERDZENIE 4.3,
y Dgwéd. Qdy 0<a to Ta@<a, skad wobec “4.1) wynika, ze

alo Sa=la i tym Samym ze twierdzenie jest prawdziwe. Gdy za$
a<, t(? a <‘—a, sk_qd wobec (4.2) wynika, 7e — lal =a < lal i tym
Samym ze twierdzenje Jest prawdziwe.

TWIERDZENIE 4.4, Z nieréwnosci

~lal < a<|al.

(4.3) —c<a<e
wynika nieréwnogé
(“4) lal <ec

I na odwrét z (4.4) wynikq (4.3).

0<a, to druga z nieréwnosci “
pierwsza z nierdwnosci (4.3) daj
Zatem z (4.3) wynika 4.4),

—_C <
dzeniu 4.3 prowadzi do nieréwnosci (4.3). Zatem z (4.4)

@.5)
(4.6)

Gl

(4.10)
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ze zachodza nieréwnosci 4.3). Gdy
.3) daje |a] < c; gdy za$ a <0, to
€ —c¢< —|a|, czyli znowu lal < c.

Dowéd. Zalézmy najpierw,

Zalézmy teraz, ze zachodzi nier6wnosé  (4.4). Wtedy jest
~—lal, co tacznie z nieréwnoscia (4.4)i z nierdwnosciami w twier-
wynika (4.3).

TWIERDZENIE 4.5, Mamy nieréwnosci
lal—|bl < la+b] < |a| +|b],
lal—1bl < la—b] < |a] +1b.

(Stowami: Modul sumy lub réznicy jest nie mniejszy niz réznica

. moduldw i nie wigkszy niz suma modulow).

Dowéd. Dodajac nieréwnogé —lal <a<|a do nieréwnosci’

—[bl < b < |b], mamy —(lal+b) < a+b < lal+|b], skad wynika
47 la+b| < |al+|b|

na podstawie twierdzenia 4.4. Zastepujac teraz w (4.7) b przez —b,
mamy

4.8) la—b| < |a]+|b].

Wobec (4.8) mozemy napisa¢ [(a+b)—b| < la+b|+|b|, skad
4.9) lal—1b] < |a+b.

Wreszcie zastepujac w (49) b przez —b mamy
lal—1b] < |a—b).
Nierownosci (4.5) i (4.6) sa skréconym sposobem zapisania nieréw-
nosci (4.7), (4.8), (4.9) i 4.10).

TWIERDZENIE 4.6. Mamy réwnosci
(4.11) |abl = |al|b],

L

il (a # 0).

a

(4.12)
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ilorazu jest réwny ilorazow

1 0<b. Stad wynika, ze

czyli |b] = |g| é]
a
podstawie twierdzenia 4.1.
@ y=i; @y

X
§5. Funkcje

-Funkgja (x—2)2 -.podana n
ng zeru dla x =2. G4 j

.dla X <2 Gdy x > 2, to [x—2]
1 wartos¢ funkcji jest rowna
wigksza od 2, to wartosé funk

Dowéd. Wobec (4.1) réwnosé (4.11) jest oczywista, gdy 0 < 4

b
a—| = |a|
- A stad wynika roéwnosé (4.12), gdyz la] #0 na

Cwiczenie. Poda¢ wykresy funkcji okreglon

IE Funkcje

ul iloczynu jest rowny iloczynowi modulow. Moduj

i moduléw),

]a(—b)]=la”——b, dla 0<aib<o,
(=a)bl = |~alp]  dia a<0i0ghb,

b

a aq

ych wzorami:

nieskonczenije male

= X—2; mianownik Jest teraz dodatni
-“%(x.—Z'). Gdy wigc x jest niewiele
@t niewiele rozni sie od Zera.
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Y= —lz-2)?
y=(x—2)* l— 242 —2

Rys. 4 Rys. 5

Omoéwiona wspdlna wilasnosé obydwu funkcyj nie jest zwiazana
bezposérednio z punktem 2, lecz z punktami lezacymi z prawej strony
tego punktu. Gdy x jest bliskie 2, to wartoéé funkcji jest bliska zera.
Mozna powiedzieé, ze obydwie funkcje sa nieskoficzenie male na
prawo od 2; wymaga to jednak starannego sprecyzowania.

Ogolnie bedziemy méwili, ze Junkcja f jest nieskoriczenie mala na
prawo od a(®), gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taka liczbha
dodatnia b, ze dla a < x < a+6 zachodzi niérownosé |f(x)| < e.

Sprawdzmy to na przykladzie funkcji (x—2)?, przyjmujac a = 2. Za
¢ mozemy przyja¢ kazda liczbe dodatnig; przyjmijmy ¢ = 10. Przyj-
mujac & =3 mozemy latwo sprawdzi¢, ze dla 2 <x <243 jest
[(x—2)*| < 10. Gdy przyjmiemy ¢ = 1, to nie wystarczy juz przyjaé
d =3, bo na przyklad dla x = 4, a wiec spelniajacego nieréwnosci
2 < x < 2+3, weale nie zachodzi nieréwnosé (x—2*<1.Dlag=1
mozna natomiast przyjaé & =1, bo z nieréwnosci 2 < x < 2+1
wynika |(x—2)’| < 1. Podobnie, gdy &= o, t0 & musimy jeszcze
zmniejszy¢, przyjmujac na przyklad = £. Na ogét, im mniejsze &, tym
mniejsze musi byé 4. Istotny sens przyjetej definicji uwydatnia sie
wlasnie przy matych liczbach &

Uwaga. Subtelnosé definicji lezy w tym, ze litery & i & graja w niej
zupelnie odmienna role. Za ¢ mozemy podstawiaé kazda liczbe

(') Tutaj oraz w definicji funkcji ograniczonej na prawo od a zakladamy, ze funkcja
S jest okreflona dla a < x < a+3d,, gdzie d, > 0. (Przyp. red.)
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Analogicznie przyjmujemy definicje: Funkcja f jest nieskorczenie
ala na lewo od a(*), gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taka
czba dodatnia 6, ze dla a—6 < x < a zachodzi nieréwnosé 1f(x)] <e.

Funkcja (x—2)? jest nieskoficzenie mata zaréwno na prawo, jak
ina lewo od 2. Funkgja (jx|+x)/x (rys. 7) jest nieskoficzenie mala na
lewo od 0 (bo ma wartos¢ O dla —6 < x < 0 przy jakimkolwiek & > 0),
a nie jest nieskoriczenie mata na prawo od 0 (bo ma wartosé 2 dla
0 <x < przy jakimkolwiek & > 0).

(dodatnia), wybdr za$ & nie jest juz dowolny; wiemy tylko, ze istnie je
odpowiednia liczba 8. Wyraz kazdy nazywa si¢ kwantyfikatorem
duzym, wyraz istnie je nazywa sie kwantyfikatorem matym. W trud-
niejszych deﬁnicjach wazne jest zdanie sobie sprawy, jakie kwan-
tyfikatory w nich wystepuja. Mozna powiedzieé, ze u poczatkujacych
matematykow wigkszosé bledow polega na niewlasciwym formutowa-
niu kwantyfikatoréw. Czgsto na oznaczenie kwantyfikatoréw uzywa
si¢ innych wyrazdéw, na przyklad wszystkie, jakiekolwiek, pe-
wien. Czasem za$ kwantyfikator jest w ogole pominigty w tekscie,
a tylko z sensu nalezy sie g0 domysli¢. Na przyklad w podane;j definicji
Jest powiedziane, ze ,dla aq< x < a+6 zachodzi nieréwnosé
[f ()] < &”. Jaki kwantyfikator odnosi si¢ do litery x? — Oczywiscie Mowimy, ze funkcja f jest ograniczona na prawo od 4, gdy istniejq
duzy. Dokladniej powiedzielibysmy ,, dla kazdego x spelniajacego | takie liczby dodatnie ¢ i 6, ze dla a < x < a+6 zachodzi nieréwnosé

nieré6wnosci a < x < a+6 zachodzi nier6wnosé | f (x)| < g”. @)l <. ) . N , . .
Funkcja nieskoficzenie mata na prawo od pewnego punktu moze |  formalna réznica miedzy definicja funkcji nieskoriczenie matej
mie¢ przebieg bardziej skomplikowamy niz w podanych na poczatku | 2 definicja funkcji ograniczonej (na prawo od a4) polega tylko na tym,
i 27 x | ze w pierwszym przypadku przy ¢ stoi kwantyfikator duzy, w drugim

przykladach. Na przykiad funkcja x[)—c:,'i'z-z jest nieskoficzenie | zag maly. W pierwszym wiec przypadku za ¢ mozemy wzia¢ dowolna
liczbg dodatnia, w drugim za$ tej dowolnosci nie ma. Wobec tego jest

oczywiste

§ 6. Funkcje ograniczone w otoczeniu punktu

mala na prawo od 0 (udowodnimy to w §8); jest przy tym tak
skonstruowana, ze w poblizu zera przyjmuje zaréwno warto$ci do-
datnie, jak i ujemne (rys. 6). TWIERDZENIE 6.1. Kazda funkcja nieskoticzenie mala na prawo od
a jest ograniczona na prawo od a.

0 x 0 x

" Rys. 8. Funkcja nieskonczenie Rys. 9. Funkcja ograniczona na
mala na prawo od 0 prawo od 0

(*) Tutaj oraz w definicji funkcji ograniczonej na lewo od a zaktadamy, ze funkcja
[ jest okredlona-dla a—d, < x < a, gdzie 8o > 0. (Przyp. red.)
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, gdy istniejq takie liczby dodatnie & i b, 2edlaa—5<x<gq dl
a

zachodzi nieréwnogdé If(x) <e.

0 x

Rys. 10. Funkcja nie ograniczona na prawo od 0

§7. Symbole o(1) i 0(1)

Jezeli jest ustalony punkt g j wiadomo, czy chodzi o punkty na
prawo czy na lewo od g, to wygodnie jest uzywaé symbolu

F(x)=o0(1)
dla zaznaczenia, ze funkcja S jest nieskoniczenie mata, a symbolu
f(x)=0(1)

dla zaznaczen.ia, ze funkcja jest ograniczona. Symbole te sa bardzo
rozpowsz.ech}n(')ne W nowszej literaturze matematyczne;. Nalezy jed-
nftk pany@tap, 7e §ymboli tych nie mozemy traktowa¢ jako zwyktych

; e mozemy do nich stosowaé zwyktych prawidel rachunkuy,
w sgczegolnqsm, wiedzac, ze f(x) = = 0(1), nie mozna stad
w.ycmg:ac wplosku, ie' J(x) = g(x), gdyz z tego, ze dwie funkcje sa
nleskonczean {nale, nie wynika, 7e s3 sobie réwne, Znaki = o(1) lub
= O(1) okreslaja pewng wlasnoséé funkgcji, ale nie charakteryzujg jej
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atkowicie; znaki te musza by¢ traktowane jako calo$¢, a nie jako dwa
ymbole = i o(1) czy tez = i o(1).

TWIERDZENIE 7.1. Jest x—a = o(1) na prawo i na lewo od a.

Dowé6d. Majac dowolnie dane & > 0, przyjmujemy 4 = &. Wtedy
a<x<a+é i dla a—d<x<a jest |x—al <& co dowodz

_ twierdzenia.

TWIERDZENIE 7.2. Jezeli |f (x)| < g(x), to
1° z g(x) = o(1) wynika f(x) = o(1);
2° z g(x) = O(1) wynika f(x) = o(1).

Dowéd. Gdy |g(x)] < e, to wobec nieréwnosci [f ()] < g(x) jest tez
[f(x)] <& i dowdd jest zakonczony.

Funkcje f nazywamy stalg dla X; <X < X,, jezeli kazdej liczbie
x spelniajacej nieréwnosci x, < x < X, przyporzadkowuje stale te
sama liczbg. Na przyktad funkcja [x] Jeststata dla x, < x < x,, gdy x 1
i x, sa liczbami catkowitymi réiniacymi sie o 1.

TWIERDZENIE 7.3. Funkcja stala Jjest ogranmiczona.
Doktadniej: Jezeli funkcja f Jest stala dla x, < x < x,, to
f(x) =0(1) na prawo i na lewo od a (%4 <a<x,).

Dowé6d. Przypusémy, ze f(x)=c dla X, <x<x, i ze
X; <a<x, Przyjmijmy e=|c]+1 i §= a—x,. Wtedy dla
a—0d < x < a zachodzi nierdéwnosé If(X)] <&, co oznacza ograniczo-
nos¢ f na lewo od a. Przyjmujac zaé o = X, —a, bgdziemy mieli
lf(x) <e dla a<x<a+d, co dowodzi ograniczono$ci na prawo
od a.

TWIERDZENIE 7.4. Funkcja stala i nieskoriczenie mala ma wartosé 0.

Doktadniej: Jezeli funkcja f jest stala dla X <x<x,
i f(x) = o(1) (na prawo lub na lewo od pewnego punktu a (x, < a < x,)),
to f(x)=0dla x; <x<x,.

Dowéd. Przypusémy, ze f(x)=c dla X;<x<x, i ze
Xy <a<x,;. Gdy f(x) = o(1), to dla kazdego ¢ > 0 musi byc¢ || <,
co jest mozliwe tylko dla |c| = 0. Stad ¢ =0.
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§8. Algebra symboli o(1) i 0(1) Zenia f(x) = o(1) wynika istnienie takiej liczby 6,, ze dla a < x <
. . <a+d, jest
Przypusémy, ze na lewo (lub na prawo) od bewnego punktu g jes 6) 1] .

. X 7€,

F(x) =o0(1), gx)=o0(1), F()=o0 i -
, ) @ &) W i Glx) = o). podobnie z zatozenia g(x) = o(1) wynika istnienie takiej liczby 6,, ze
Wéwcezas mamy tez na lewo (lub na prawo) od g dla a<x<a+d, jest

@1 f)+g(x) = o), J)=g() = o(1), £(x)g(x) = o(1); ®7) lg(x)| < e.

(82 F(x)+G(x) = o), F(x)~G(5c) =0(1), F(x)G(x) = o). Oznaczmy przez § mniejsza z liczb d; 16, (lub réwna im, gdy obie sa
r6wne). Wtedy kazda z nieréwnodci (8.6) i (8.7) bedzie prawdziwa dla
4<Xx<a+d i wobec tego na podstawie twierdzenia 4.5 bedziemy
mieli

Wzory 8.1) Wyrazaja, ze suma, réznica i iloczyn funkcyj nieskos-
c.:Z(_eme. matych sa funkcjami nieskoriczenie malymi, Wzory
2aja, Z¢ suma, rbznica i iloczyn funkcyj ograniczonych s
ograniczonym, )+ <If G +lge <detde=e dla  a<x<arts.

Ponadto . S - .
mamy wzory A to dowodzi prawdziwosci pierwszego ze wzoréw (8.1).

(83) F (CI+g(x) = o(), F(x)~g(x) = 0(1), f(x)— G(x) = 0(1): Udowodnimy tel‘raz . pierwszy ze wzordw (8.2). Z zalozenia
8.4) ’ F(x) = O(1) wynika istnienie takich liczb dodatnich g id;, ze dla
) Fx)g(x) = o(1). a<x<a+d, jest
(3.8) [F(x)l <ey;
a ilocz.yn (8.4) — nieskoriczenie maly. podc?bnie z'zaioif:nia G(x)=0() wyni}ca istnienie takich liczb do-
Pozyteczny jest jeszcze wzédr datnich ¢, i §,, ze dla a < x < a+46, jest
1 8.9) [G(x) < e,.
cHf(x) O1) dlacxo. Jezeli & = g, +¢,, a & jest mniejszg z liczb 9, 194,, to

Wz'(.)ry (8.1)-(8.5) mozna napisaé¢ w nastgpujacej symbolicznej FG)+ G0 < IF () TG <eite = dla a<x< a+9,
postaci: co dowodzi, ze F(x)+G(x) = o(1).
o(l)+o(1) = o),  o(1)—o(1) = o(1 _ ) Udowodnimy teraz trzeci ze wzoréw (8.2). Jezeli e = ¢,¢,, a & jest
0(1)+0(1) = o) 0((1)) 0(1) g( ) oo (1) = o(1); mniejsza z liczb §, i d,, to wobec (4.11), (8.8) i (8.9) mamy
O)+o(1) = o(1), o owotw ~ o, PG = FEGE <oes =5 dla a<x<ats,
*W=00. 0t-oty=01), om)-oq)= o), co dowodzi, se F(x)G(x) = O(1),
Udowodnimy teraz wzér (8.4). Niech & bedzie dowolna liczba

dodatnia. Z zalozenia F (x) = O(1) wynika istnienie takich liczb do-
datnich ¢, i §,, ze dla a < x <a+d, jest

FOl < 5.

(8.5)

O0(Mo(1) = o(1), c+i(1) =0(1) (c#0).
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Z zalozenia g(x)

g << dla
&

Oznaczajac przez § mniejsza z liczh 0,16

a<x<a+d,.

2> Mamy

IF()g (9] = [F(x)lg () < 815- =¢ da a<x<ats,
1
co dowodzi, ze F (x)g(x) = o(1).

Na podstawie udowodnionych juz czterech
bPozostale. Wobec twierdzenia 6.1 jest f(x) =
Sx)g(x) = o(1) na podstawie (8.4). Tym samym tr
Jjest udowodniony. Poniewaz —1 = 0(1), wiec —g(x) =(~1g(x) =
=o0(1) i dalej F(x)—g(x) =)+ (—g(x) = o(1). Tym samym dru-
gl ze wzorow (8.1) jest udowodniony. Podobnie jest —-G(x) =
=(—1G(x) =0(1) i wobec tego F(x)—G(x) = Fx)+(~G(x) = o).
Tym samym drugi ze wzoréw (8.2) jest udowodniony. S3 juz zatem
udowodnione wszystkie wzory (81) i (8.2). Poniewaz g(x) =0(1)
if(x)= 0(1), wigc z (8.2 wynikaja wszystkie wzory (8.3).

Pozostaje jeszcze do udowodnienia wzor @835). Z f (x) = o(1)
wynika istnienie takiej liczby ¢, 7e dla a<Xx<a+9d jest

£ Ol < $e.
Poniewaz na podstawie twierdzenia 4.5 jest

lel =17 Gl < le+f (),

wiec dla a < x < g+§ musi byé

O(1). Wobec tego
zeci ze wzordw (8.1)

3l < le+f ()

2

1 dalej, po omnozeniu nieréwnosci 1262 ——

PO P P e ol
1 < 2

le+f ()~ Jef

& to dowodzi wzory (8.5).

= 0(1) wynika istnienje takiej liczby dodatniej 0,5, e

wzoréw udowodnimy

§8. Algebra symboli o(l) i 0Q1) 65

Z powyzszych dowodow otrzymamy od razu in\ivody 'd!a otocze-
nia lewostronnego, zastgpujac w nich wszedzie nieréwnosci g < x <
<a+d, a<x<a+d,, a<x< a+6, odpowiednio przez q—¢ <
<X<a,a-d,<x<a, a-d,<x<a. .

Mozemy teraz latwo udowodnié, ze na prawo od 0 Jest

2] x
f(x) = x[;:,+§-2 = 0(1)

2
(zob. str. 58). Istotnie, dla x > 0 jest x(;——l) < x[;

—x<xl:z:,—-2<0<x
X

i na mocy twierdzen 44, 721 7.1

xF]—z = o(1).
5 :

Zatem

fx) = x[%]—2+%x =o()+0(1)o(1) = o(1)+0(1) = o(1).

§9. Granica funkcji

Méwimy,

f(x)—k

ze funkcja f ma w punkcie a granice lewostronng k, gdy
= 0(1) na lewo od a (rys. 11). Piszemy woéwczas

lim f(x) =k fla=)=k.

xX—+a—

lub kroécej

Rys. 1. Geometryczna interpretacja
granicy lewostronnej

Rys. 12. Geometryczna interpretacja
granicy prawostronnej

5 — Wstgp do analizy matematycznej
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Podobnie mowimy,
stronng k, gdy f(x)—k

Na przyklad (rys. 13)

Moy

X

lim M= 1;
x-0+ X

lim

x~+0—
istotnie, dla x < 0 jest

x| .
adlax>0

Mmoo
. =0=o0(1).

. Moze si¢ zdarzy¢, ze granica lewostronna jest réwna prawostron-
ne); na przyklad (rys. 14)

lim x=gq

x~q-

lim x = q,
x—+>a+
bo X—a= o(!) na lewo i na prawo od g (tw. 7.1).

_Jez’eh granice lev&-'ostronna i prawostronna funkcji f w punkcie ¢ sa
obie Towne tej samej liczbie k, to méwimy, ze funkcja S ma w punkcie
a granice k.

————
&€

S SRR,

[/

Rys. 13. Granica lewostronna
1 prawostronna funkcji |x|/x

Rys. 14. Granica lewostronna
réwna prawostronnej

ze funkcja f ma w punkcie a granice prawo-.
= 0o(1) na prawo od a (rys. 12). Piszemy wowczas

xl_111:1+ fx)=k 1ub krécej  f(a+) = k

§9. Granice funkcji 67
Innymi stowy: Funkcja f ma w punkcie a granice k, gdy
f(x)—k =o0(1) na lewo i na prawo od a. Piszemy wowczas

lim f(x) = k. '

x—a
W szczegolnosei jest wiec
limx = a.

Gdy f(x)=c dla x, <x <x,, to
lim f(x) lim f(x)=c

= C,
x-+x1+ . X—Xx2—

limf(x)=c
dla

Innymi stowy (mniej dokladnie): Funkcja stala o wartosci ¢ ma
granice c.

Wynika to z relacji ¢c—c = o(1).

Zwro¢my uwage na to, ze funkcja moze wcale nie byé okre§lona
w punkcie a, mimo Ze ma granicg w tym punkcie. Wyplywa to z definicji
funkcji nieskoriczenie matej na prawo lub na lewo od a, w ktorej to
definicji nie ma mowy o wartosci funkcji w punkcie a. Wynika stad
réwniez, ze jezeli dwie funkcje sa identyczne poza punktem a i jezeli
cho¢ jedna z nich ma granice k w punkcie a, to druga ma roéwniez
granicg k w punkcie a. Na przyklad funkcje (rys. 15 i rys. 16)
2 2

X, <a<x,

X“—a

_— =X-T4a
y X—a y *

AN

X

Lol

X

N . )
8

0 (0]

Rys. 16. Wykres funkcji
x+a

Rys. 15. Wykres funkcji
(x*—a?)(x—a)
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§10. Dzialania arytmetyczne na granicach 69

sa identyczne poza punktem a (w samym za$ punkcie a pierwsza z nich wtedy a(x) =o(1) i B(x) =o(1) na prawo od a. Poniewaz f(x)=

Jest’ nie okljeslo’na). Za}miast wigc obliczaé granicg pierwszej funkcji
mozna oblicza¢ granice drugiej, ,
zauwazy¢, ze

lim(x +a) = 2a,
X—a

tego jest tez

poniewaz (x+a)—2g = x—gq = o(1) na lewo i na prawo od aq. Wobec§

. x*—qg?
lim = 2q.
x+a X—Qa

Cwiczenie. Pokazad, ze jezeli a jest liczba catkowita, to [a-]=a-1i [e+])=

- §10. Dzialania arytmetyczne na granicach

’ w twierdzeniu, ktore teraz wypowiemy,
ktérykolwiek z trzech symboli lim ,

X—=a-—

) znak lim bedzie oznaczat
lim [ub lim (ale wszedzie

x—+a+
ten sam),

TwWiERDZENIE 10.1. Jezeli lim SfX)=k i limg(x) =1, to

@  lim(f () +g(x) = k+1,
(D) im(f(x)—g(x)) = k—1,
(1) lim(f ()g(x)) = ki;
Jezeli ponadto 1+ 0, to
. f(x) _k
UVO hnlgaa'—-f.

(Stowami: Granica sumy jest rowna sumie granic; granica réznicy

roina od zera).

Doyv() d. Udowodnimy twierdzenie najpierw dla granicy prawo-
stronnej. Wprowadzamy funkcje o i B okreslone wzorami

W) =f)—k i B =g(x)—1

co wyjdzie na to samo. Latwo, i

k+a(x) i g(x) = I+ p(x), wigc korzystajac z algebry symboli o(1)
0(1), znajdziemy

(f)+g())—(k+D) = a(x)+ B(x) = o(1),
(f ) —g(x))—(k—1]) = a(x)— B(x) = o(1),
F(x)g(x)—kl = kB(x)+ lo(x) + a(x) B(x) = o(1),
fe) k

gx) 1

co dowodzi twierdzenia.
W przypadku granicy lewostronnej dowdd jest taki sam, nalezy

(x-28) g =00 020,

I+ B(x)

% tylko symbole o(1) interpretowaé dla lewego otoczenia punktu a.

- Poniewaz twierdzenie jest prawdziwe zaréwno dla granicy lewo-
stronnej, jak i prawostronnej, wigc jest tez prawdziwe w przypadku,
gdy obie granice istnieja i sa sobie roéwne. Twierdzenie jest wigc
udowodnione we wszystkich trzech przypadkach.

Twierdzenie to ma nie tylko teoretyczne, ale i praktyczne znacze-

. nie, pozwala bowiem latwo obliczaé granice bardziej skomplikowa-
nych funkcyj.

2
Przykeap 1. lim—; X -
x=>1X“+x—1
Istotnie, poniewaz limx = 1, wigc limx? = 1 na podstawie (III),
x—>1 x—1
lim (x*+ x) = 2 na podstawie (I), lim(x?+x—1) = 1 na podstawie (II);
x—+1

x—+1

poniewaz lim 2 = 2, wigc na podstawie (III) jest lim2x = 2. Ostatecz-

=1 x—+1
. . 2x
nie mamy lim

im = 2 na podstawie (IV).

1 1

. x+h x
m———— =
h—0 h X

1
PRZYKEAD 2. -3
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W tym przykladzie wystepuje litera h, ktora gra t¢ sama role, co,
litera x w poprzednim tekscie, natomiast x Jest dowolnie ustalon
liczba r6zna od zera. Dia » # 0 jest

1 1
x+h x
h

—1
=x(x+h)'

Stosujac udowodnione twierdzenie, znajdujemy latwo, ze funkcja po
punkcie h = 0 granice — 1/x%;,

prawej stronie znaku réwnosci ma w
wobec tego tg sama granicg ma funkcja po lewej stronie.

*§11. Granice a nieréwnosci

dzenia, wigzace pojecie granicy z nieréwnosciami, W twierdzeniach | x0- :
| Funkcja y = [x] (rys. 18) jest prawostronnie ciagla w kazdym pun-

tych réwniez znak lim zastgpuje ktorykolwiek z symboli lim, lim
X3a— x—ra+
Iub lim.

x—a

TwiErRDZENIE 11.1
SX) <g(x) i lim f(x) =

Dowéd. Gdyby bylo I <k, to mieliby$my

(0 zachowaniu nieré
k, limg(x) =1, to k<1,

wnosci). Gdy

k=l = k—1< g()—f () +k—1I = (9C)=)~(f (x)—k) = o(1)

i wobec tego k—I = o(1) (tw. 12, str. 61) i k—] =
Sprzeczne z | < k.

Nalezy szczegélnie zwrocié uwage na to, ze w twierdzeniu 11.1 nie
mozna nieréwnoéci stabych < zastapi¢ ostrymi <. Na przyktad gdy
@) =01 gx)=x, to f(x) <g(x) dla x>0, ale k=01i =0
Natomiast z nieréwnogci ostrej f(x) < g(x) mozemy wnioskowaé
zawsze, ze k<1, bo wraz z ta nieréwnoscia jest zawsze spelniona
nieréwnosé slaba J () < g(x).

0 (tw. 7.4), co jest

§11. Granice a nieréwnosci T

TWIERDZENIE 11.2 (0 trzech funkcjach). Gdy f(x) < g(x) < h(x)
wlim f(x) = k, limh(x) = k, to réwniez limg(x) = k.

Dowod. Wobec 0 < g(x)—f (x) < h(x)—f (x) = (h(x)—k)~(f (x)—
—k) =o(1) jest g(x)—f(x) = o(1) (tw. 7.2), a stad g(x)—k = (g(x)—
—f(x))+(f (x)—k) = o(1) i dowéd zakoriczony.

§12. Ciaglo$¢ funkcji

Funkcje f nazywamy lewostronnie cigglq w punkcie x,, gdy

S(xo—) = f(xo), czyli gdy granica lewostronna jest rébwna wartoéci
{funkcji w danym punkcie.

Podobnie, funkcje f nazywamy prawostronnie cigglq w _punkci,e Xo5
gdy f(xo+)= f(xo), czyli gdy granica prawostronna jest réwna
wartosci funkcji w danym punkcie. o

Na przyklad funkcja y = x (rys. 17) jest lc?wostronme.l prawostron-
nie ciagla w kazdym punkcie x,, poniewaz lim x = x,i lim x = Xq-

xX—Xp— x—*xg+

y=[x]
Rys. 18

y=2

Rys. 17

kcie x, calkowitym, ale nie jest w nim lewos'tro.nni.e ciargl.a, poniewaz
[xo] = xg, [xg+] =X i [xg—] = xo— '1._Po_1gc1e ciaglosci lewost;or.l-
nej (prawostronnej) w punkcie x, rozwazamy tylko wtedy, gdy fun cja
jest okreflona dla x,—d, < x < x, (dla x, < x < xo+0,), gdzie
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.

3o > 0. Jedli funkcja nie jest okreg fo )
ciaglosci wzglednie nj Jest okreslona w i Hg}r (fG)+9(x) = £ (x0)+g(x,),

an133+ (f(x)—-g(x)) = f(xe)—g(x,),

x£i£§1+ J)g(x) = f(x0)g(xo)

raz, gdy g(x,) # 0,

SO fxo)
e Rl et

Twierdzenie jest wiec udowodnione dia funkcyj prawostronnie

_ § iagtych. W przypadku lewostronnej ciagloéci dowod jest taki sam,

Jezeli rozszerzymy i . _ . _ nalezy tylko wszedzie zamiast X+ napisac x, —. Gdy wreszcie funkcje

rozszerzymy je}} rizjfz’efzr:gg?gfc ’(lﬂz.z X =0 wartos¢ y = 1 (wzglednie | f i 4 sa ciagle, czyli ciagle lewostronnie i prawostronnie, to z tego co

mujemy funkcje prawostronnj rles &ac y = "1_ dla x =), to otrzy- udowodnili$émy, wynika, ze takze ich suma, roznica, iloczyn i iloraz

Jezeli natomiast .- onme (-ewostronme) clagla w punkcie zero, (przy wprowadzonym zaloZeniu) sa lewostronnie i prawostronnie

réing od 1 i Przyjmiemy dodatkowo wartos¢ w punkcie zero | ciggte, czyli po prostu ciagte.
o I?nk . (1) -1, to tak zdefiniowana nowa funkcja bedzie nieciagla
cie

e . 2x—1 . .

Jezeli funkcja £ Jest lewostronnje i Prawostronnie ciagta w punkcie PRzYKLAD 1. Funkeja f(x) = 3x+2 Jest ciagla dla x 3.

xO’Afo hazywamy ja ciggly w bunkcie x,.
WIgC na pl‘zyk}ad funkcje Yy=Xxiy=¢ st : . 1

punkcie, Y = ¢ (stale) sa ciagte W kazdym PRzYKLAD 2. Funkcja f(h) = Teih (x # 0) jest ciagla dla

h # —x (tutaj traktujemy h jako zmienna, a x jako ustalona liczbe).

TWIERDZENTE 12.1. Jezel; Junkcje f i g sq ciggle w
4 PRZYKEAD 3. F unkcja y = |x| jest ciagta w kazdym punkcie, bo dla
x > 0 jest rowna funkcji ciaglej y=x,adla x <0 jest rowna funkcji
. . , . ciaglej y = —x. Ciaglo$¢ w punkcie x = 0 sprawdzamy bezposrednio:
Twierdzenie to Jest takze prawdziwe w odniesieniy do lewostronnej i ’ ’

laglosci, ‘

cigglosci i brawostronnej cj
x—=+0+

0] =0, lim |x| = lim (-x)=0, lim |x] = lim x =0.
D ’d P x=0- x-0— x>0+
owod. Przypusé ; i .
wnaczy 3o i fypus::my, Ze‘f 19 53 prawostronnie ciagle w Xy, to Cwiczenie. Podaé¢ w jakich punktach sa ciagle funkcje:
)= fxo)i lim 9(x) = g(x,). Wtedy na podstawie

. .x_)x°+ *=+xg -+
fwierdzenia 10.1 mamy IO =T IO =1h S0 =-dh Sy=2e4h
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§13. Potegi

Potege a* definiujemy (przy naturalnym wyktadniku n) wzora
(13.1) a' =g, dla

Symbol p=1,2,... ma oznaczaé, e w poprzednim wzorze
P mozna podstawié dowolne liczby naturalne,

W szczegélnosci wigc mamy
2

af*l = grg pr=12,...

a*=a'a = qq, @ =a%a = qga, a* = aa = qaaq.

Wzory (13.1) przedstawiaja tak zwang indukcyjng (lub rekurencyj

nq) definicje potegi a".

stepujacy sposéb.

(I) Definiujemy symbol S, .

(ID) Definiujemy symbol §,, , za pomocg symbolu §, dla natural-
nych liczb p.

TWIERDZENIE 13.1. F unkcja y = x" (n haturalne) jest ciggla w kas-
dym punkcie.

Dowéd. 1° Twierdzenie jest prawdziwe dla n = 1, gdyz funkcja
y=x1 czyli funkcja y = x, Jest ciagta; 2° Jezeli funkcja y = x? Jest
ciagla, to rowniez funkcja y = x?x, czyliy = xP*1 jest ciagta (tw. 12.1).

Przez indukcje wynika, Ze funkcja Y = X" jest ciagla dla kazdego
n naturalnego.

Funkcje y = x" dla n = 1, 2, 3, 4 przedstawia rysunek 20.

Potege uogllniamy na dowolne wykladniki catkowite, przyjmu-
Jac, ze

4

dlaa#0in naturalnego.

1
-n_ 1
a ==

Zalozenie a # 0jest konieczne W ostatnim wzorze, gdyzdlag = 0 mielibySmy po prawej
1
stronie ~ Podobne zastrzezenie dla wzoru a® = 1 jest zbyteczne i niewygodne, zwlaszcza

W teorii szeregbéw potegowych (str. 128), w szczegolnosci wige przyjmujemy, ze 0° = 1.

§13. Potegi

Rys. 20

Cwiczenia. 1. Udowodni¢ wzory:
(a+b)* = a®+2ab+ b2,
(a+b){a—b) = a®>—b2.

(a-—b)z = az—2ab+b2,

2. Udowodni¢, ze gdy a> 0, to "> 0 dla kazdego n calkowitego.

3. Udowodni¢, ze j(—1)"| =1 dla kazdego n catkowitego.

. L x3—3x4+2 )
4. W jakich punktach jest ciagla funkcja B

§14. Przedzialy otwarte i domknigte

Przedzialem otwartym (a, b) nazywamy zbié.r wszystkicl} liczb x spet-
niajacych nieréwnosci a < x < b. Gdy do takiego przedma%u dolaczy-
my jeszcze liczby a i b, to otrzymamy przedzial domkniety [a, b].




Ow (rys. 21), a przedz

to odcinek z koncami (rys. 22).

a b

Rys. 21. Przedzial otwarty (a, b)

a b

Rys. 22. Przedzia domkniety [a, b |

Do przedzialéw otwart
(a, ), (— o0, b)i(—o0, oo
drugi zbior liczb x < b, wreszcie trzeci zbior wszystkich liczb.
otwartym nie istnieje liczba najmniejsza ani liczb,
rzedziale domknigtym [a, b] liczba a jest liczb

najwigksza. Bedziemy zawsze przyjmowali, ze q <

(to znaczy, ze przedzial nie redukuje sie¢ do punktu).

Oprécz przedziatéw otwartych i domknietych mozna tez rozwazaé
przedzialy, ktére sa z jednej strony otwarte, z drugiej za$ domkniete.

§ 15. Funkcje ciagle w przedziale

Moéwimy, ze funkcja f jest ciggla w przedziale o
jest ciagla w kazdym punkcie tego przedziatu.

Moéwimy, ze funkcja f jest ciggla w przedziale domknietym [a, b],

jezeli jest ciagla w kazdym punkcie wewnetrznym tego przedzialu

twartym (a, b), gdy

w punkcie b,

Na przykiad funkcja 1/(x(3—x)) podana na rysunku 23 Jest ciagla
W przedziale (0, 3), ale nie daje sig jej rozszerzy¢ na przedziat [0, 3]
z zachowaniem ciaglodci. Jest natomiast oczywiscie ciggla w prze-
dziale [1, 2].

Z definicji wynika, ze Jjezeli funkcja jest ciagla w pewnym przedziale,
to jest tez ciggla w kazdym przedziale w nim zawartym,

yeh zalicza sig tez przedzialy nieskoriczone
)- Pierwszy z nich Oznacza zbidr liczb x > a

§15. Funkcje ciagle w przedziale

1 2

y

= x{3—ax)

Rys. 23

B

Udowodnimy twierdzenie:

TWIERDZENIE 15.1. Jezeli funkcja Jjest prawostronnie ciggla w punk-
ie-a i w tym punkcie zachodzi nieréwno$é f(x) > k lub f(x) <.k, .to. tla'
ama nieréwnos¢ zachodzi w pewnym przedzia'le [a, c]. .Podobme, Jezde i
unkcja jest lewostronnie ciggla w punkcie a i w punkcie tym zachodzi

nierownos¢ f(x)>k lub f(x) <k, to ta sama nieréwnosé¢ zachodzi

w pewnym przedziale [c, a].

Whasnoéci te maja prosta interpretacje geometryczna (rys. 24
i rys. 25).. |

, L g .. L to f(a+) =

Dowéd. Jezeli funkgja jest prawostronnie ciagla w a, a+) =

= f(a) i f(x)—f(a) = o(1) na prawo od a. Gdy f(a) > k, to istnieje
‘ |
l

I
—k

—

bl
SE———T

!
I
|
I
a

|
|
|
c

ObF————

Rys. 25. Funkgje lewostronnic
ciagle w punkcie a

Rys. 24. Funkcje prawostronnic ciagle
w punkcie a
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takie § > 0, ze dla a <x <qg+6 jest - i
sekwendi fo Jest |[f()~f (@) < f(@)—k, i w ko

> k. Przyjmujac za c jakakolwiek liczb i
@ 1 a+d, bedziemy mieli Sx)>k w cal i

§15. Funkcje ciagle w przedziale 79
¢) = 0. Poniewaz f(a) <01i f(b) >0, wigc oczywiscie punkt ¢ musi
ze¢ wewnatrz [a, b].

Na przyklad funkcja x*+x—1 jest ciagla w przedziale [0, 1]

jesi przyjmuje na jego koncach wartosci —1 i 1. Wynika stad istnienie

lc fJ S();f 1(a)‘l Ell‘c_—{ @, iw konsekwencji S(x) <k Przyjmujac
akolwiek liczbe mi i i ieli

prscdiale [ o ¢ migdzy aia+4, bedziemy mieli f (x) < k w cat
Jezeli funkcja jest lewostronnie ciagta,

nalezy w nich tylko Zastapi¢ nieréwnosci g

<X <a, liczbg a+6 przez g— j przedzi
_JeZel.i funkcja jest ciagla, to wykres jej

pocwggn.lgciem przez cala dhugosé przedzia

od pa'pletrlf. Takie intuicyjne pojmowanie cigglosci pozwala latw

przewidzieé nastepujaca wlasnoéé funkgji ciaglej:

TWIERDZENIE 15.2 Jezeli funkcj j ] | jez
. Ja f jest ciggla w [a, b] i jez
f@<0, fp) > 0, to istnieje wewnqtrz [a, b] taki punkt ¢, ze 3‘"(6)]=e

to dowody sj takie sam

wodnimy, ze f (§) = 0. Gdy

S®)>0. Z twierdzenia 15.1 wynikaloby,
przedziale [¢, ¢] i punkt ¢ nie bylby kresem
bylo f(&) > 0, ielibys
wyn'lkaioby, e f(x)>0w pewnym przedziale [c, ¢] i znowy punkt
¢ nie bylby kresem zbioru Z, Pozostaje wiec Jedyna mozliwosé
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‘ ewnatrz przedziatu [0, 1] liczby ¢ spetniajacej rownanie

ES4+E—-1=0.

wierdzenie 15.2 pozwala wiec wnioskowaé o istnieniu rozwigzan
wnych rownan, choéby efektywne rozwiazanie tego rOwnania, to
aczy wskazanie liczby spelniajacej to réwnanie, bylo trudne.
Latwym wnioskiem z twierdzenia 15.2 jest nastepujace

TWIERDZENIE 15.3 (0 przechodzeniu funkcji ciaglej przez
wartosci posrednie). Jezeli funkcja f Jjest ciggla w [a, b]
 f(a) # f(b), to dla kazdej liczby p zawartej miedzy f(a) i f(b) istnieje
wewnqtrz [a, b] taki punkt &, ze f(&) = pu.

Dowéd. Gdy f(a) < u < f(b), to funkcja f(x) = f(x)—u jest
ujemna w punkcie @ i dodatnia w punkcie b. Poniewaz Jest ciagla, wiec
na podstawie twierdzenia 15.2 istnieje wewnatrz [a, b] taki punkt &, ze

1(&) =0, i w konsekwencji f(&) = pu. '
Gdy f(a) > u> f(b), to wprowadzamy funkcje f(x) = u—f(x)

|1 dalszy dowod przeprowadzamy dokladnie tak, jak poprzednio.

§16. Funkcje ograniczone

W §6 méwiliSmy o ograniczonosci funkcji na lewo lub na prawo
od pewnego punktu. Jest to wiasnosé lokalna, charakteryzujaca
zachowanie si¢ funkcji w poblizu jakiego$ punktu. Wprowadzimy
analogiczna wlasnosé integralng odnoszaca si¢ do pewnego okre-
Slonego przedziatu. _

Moéwimy, ze funkcja f jest ograniczona w pewnym przedziale, jezeli
istnieje taka liczba dodatnia M, ze dla wszystkich punktow tego
przedziatu zachodzi nieréwnoscé

Ife) <M.
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) 2
Na przyklad funkcja f(x) = ;—l jest ograniczona w przedziale

(1., 3), poxilliewai dla wszystkich punktéw tego przedzialu zachodzi
nierownos$¢ | f(x)] < 1. Nie jest natomiast ograniczona w przedziale

(0, 3), gdyz jakakolwiek wezmiemy liczbe M >0, to f ( 2 >=
M+2

lezy wewnatrz przedziatu (rys. 27).

= M +1, przy czym punkt
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Rys. 27

TWIERDZENIE 16.1. Funkcja ci ] /
‘ 1. agla w przedziale d j
W nim ograniczona. 7 omkietym Jes

s 1Dow.c'>d. l?oniewaz fl@—1< f(a) < f(a)+1, wigc z twierdzenia
. wymk‘a, ze w pewnym przedziale [a, c,] jest f(a)—1 < f(x) <
n< f (aE+1 1]l f (()x)] <|f(a)l+1, co oznacza, ze funkcja f jest ograniczo-
a w [a, ¢,]. Oczywiscie funkcja f jest ograniczona takz 7

przedziale zawartym w [a, c,]. ® e wkatdym

Ozr{af:m:ny przez ¢ kres gorny zbioru Z wszystkich liczb ¢ < b o tej
wiasposm, ze f jest ograniczona w [a, c]. Jest oczywiscie a < £ < b
Poniewaz o

(16.1) F@-1<f@)<fO+1,
wigc W pewnym przedziale [c, &] jest f(&)—1 < f(x) < f(E)+1 i
(16.2) LFON<IfEI+1.
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Ale w przedziale [a, c] jest |f x)| < M, przy odpowiednio dobranej
liczbie M,. Oznaczajac przez M wieksza z liczb M, i [f(O+1

bedziemy mieli w catym przedziale [a, {]

(16.3) If () < M.

Gdyby bylo & < b, to wobec (16.1) nierownos¢ (16.2) zachodzitaby
jeszcze W pewnym przedziale [£, c,]. W konsekwencji nier6wnos¢
(16.3) zachodzitaby w calym przedziale [a,c,]. Zatem funkcja
f bylaby ograniczona w przedziale [a, c,] wigkszym od [a, £], co si¢
sprzeciwia zalozeniu, ze ¢ jest kresem gbrnym zbioru Z. Musi wigc
by¢ € =0b.

Wobec tego nierdwno$¢ zachodzi w catym przedziale [a, b], czyli
funkcja jest w tym przedziale ograniczona.

§17. Najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji

Najmniejsza warto$¢ funkcji
y=x>—1
w przedziale [0,2] wynosi —1, najwicksza za$ 3 (rys. 28). Natomiast
w przedziale otwartym (0, 2) funkcja przyjmuje na podstawie twier-
dzenia 16.3 kazda wartos¢ posrednia migdzy —1 a 31 tylko te

wartosci, gdyz prosty rachunek wykazuje, ze jest —1 < x2—1<3dla
0 < x < 2. Zatem zbidr wartosci, ktore rozwazana funkcja przyjmuje

v/

p

6 — Wstgp do analizy matematycznej
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W przedziale Otwartym (0, 2), jest znowu przedzialem otwartym
mianowicie przedziatem (—1, 3). Stad wynika, ze funkcja w przedziale
(0, 2) nie ma wartosci najmniejszej anj najwiekszej.

%
TwierRDZENIE 17.1. Funkcja ciagla w przedzigle domknietym przyj-
muje w nim wartodé najmniejszq i wartogé ndjwiekszq.

Dowéd. Niech w Oznacza zbiér wartosci danej funkcji w prze-
dziale [a, b]. Zbiér w Jjest ograniczony na podstawie twierdzenia 16.1.
Oznaczmy jego kres gorny przez K. Przypus’émy, ze f(x) <K dla
kazdego x z przedzialu [q, bl. Wtedy Kk — f(x)>0w [a, b] i wobec
tego tez :

1
K\-f(x) > 0.

1 . . . . .
Funkcja —~___ Jest ciagla w [q, bl, a wiec na podstawie twier-

K—f(x)

dzenia 16.1 istnieje taka liczba dodatnia M, e <M w [a, b].

1
K—flx)

T—k Jest dodatnia i ciagla

x; 7 < M dla odpowiednio dobranego M > 0.

¢c funkcja Przyjmuje w [q4, b] wartogé naj-

Najmniejsza wartos¢ funkcji Czgsto jest nazywana minimum, a naj-
wigksza wartogé maksimum. Maksimum j minimum obejmujemy tey
wspolng nazwe ekstremum, Przykiady podane na rysunku 29 wykazu-
ja, ze funkcja moze pPrzyjmowaé swe ekstrema zaréwno na koncach,
jak i wewnatrz przedziahy,

§17. Najmniejsza i najwicksza wartosé funkcji

Rys. 29

§18. Bezposrednia definicja ciagloéci funkcji

Podane poprzednio definicje ciaglosci opieraly sie na poj'@(;i,lii g;at.lécy:
Czasem wygodnie jest korzysta¢ z nastepujacych bezposrednich definicyj:

Funkcja f jest prawostronnie ciggla w pzfnkcie a, gdy d€a<k:zjzjl
liczby € >0 istnieje taka liczba 6 >0, ze jest | f(x)—f(a)
a<x<a+ao. L

Funkcja f jest lewostronnie ciggla w punk.cie a, gdy dla kazdejg lczd l;}:
€>0 istnieje taka liczcha 6>0, ze jest lf(xX)—=f(a) <
a—-d<x<a. o

Funkcja f jest ciggla w punkcie a, gdy dla kazdej llczby; > 0 istnieje
taka liczba 6 > 0, ze jest |f(x)—f(a) < ¢ dla |x—al < 4.
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TWIERDZENIE 19.1. Jezeli y = f(t) jest funkcjq ciggla w punkcie t,

Udowodnimy réwnowaznosé tych definicyj z podanymi poprze-
i limg(x) = tO’ to

dnio. Zalozmy najpierw, ze funkcja jest prawostronnie ciagla wedlug
dawnej definicji, to znaczy fla+)=fl@ i wobec  tego
f(x)—f (@) = o(1) na prawo od a. Wobec definicji symbolu o(ly dla
kazdej liczby & > 0 istnieje taka liczba & > 0,2edlaa<x<atd jest
If(x)—f(a) <e. Zatem funkcja jest tez ciagla prawostronnie wedlug
nowej definicji. Zalézmy teraz, ze funkcja jest ciagta wedlug nowej
definicji. Wtedy jest f (x)—f (@) = o(1) na prawo od a i wobec tego
fla+) = fla), co dowodzi ciaglosci prawostronnej wediug dawnej
definicji. _

Dowéd réwnowaznosci definicji dla ciaglo$ci lewostr
taki sam, nalezy tylko zastapi¢ symbol a+ przez a—, wyrazy -
,ha prawo” wyrazami ,,na lewo® i nieréwnos¢ a <x < a+o przez
a—d<x<a.

Jezeli funkcja jest ciagla (obustronnie) wedlug dawnej definicji, to
jest tez ciagla prawostronnie i lewostronnie. Wobec tego co udowod-
niliémy, istnieja takie liccby 6, 1 65, ze If(x)—f@)l <e dla
a—d6, <x<aidlaa<x< a+§,. Biorac za § mniejsza z liczb 8,1 0,,
bedziemy mieli | fE)—flal<e dla a—d <x<a+d, czyli dla
|x—a] < d. A to oznacza ciagto§¢ wedtug nowej definicji. Jezeli
wreszcie zatozymy, ze funkcja jest ciagla wedlug nowej definicji, to dla
kazdego & > 0 istnieje taka liczba 6 > 0, ze nierownosé |f (x)—f(a) <&
zachodzi dla |x—a| <0, a zatem dla g—d<x<aia<x< a+o.
Wobec tego funkcja jest ciagla lewostronnie i prawostronnie, a tym

samym ciagla wedlug dawnej definicji.

(19.1) lim f(g(x) = f (to)-

Twierdzenie to jest réwniez prawdziwe, gdy zastqpimy w nim symbol
x—a przez x—>a+ lub przez x—a—.

Dowdd. Udowodnimy twierdzenie najpi i

- ‘ W g jpierw dla granicy prawo-
stronng. Z ciaglosci f}lnkCJl f wynika, ze dla kazdego ¢ >0 Ii)stnieje
taka liczba &, > 0, ze z nierdwnosci |t—t,| <, wynika |f(f)—
—fi)<e Z xEI?+ g(x) =t, wynika, ze do kazdej liczby d, >0

onnej jest

mozna dobra¢ taka licz.bg 8 > 0, ze z nierdwnosci a < x < a+ 0 wynika
|g(3,c)'—- tol < 8o. Gdy wiec dobierzemy &, w zaleznosci od ¢, a 6 w zalez-
nosci od &, to wtedy dla danego ¢ z nieréwnosci a < x < a+6 bedzie

wynikato, ze |f(g(x))—f (to)| <&, co dowodzi, z¢ Lim f(g(x)) = f(t,)-

" tDo.v’vod dla granicy lewostronnej jest taki sam, nalezy w nim tylko
stapi¢ a+ przez a—, a nierdwnosci a < x <da
astape +06 przez a—9d <
Pon.lev.vai 'Fwierdzenie jest prawdziwe zaréowno dla granicy prawo-
strognej, jak i dla granicy lewostronnej, to jest tez prawdziwe dla
granicy obustronnej i dowod jest zakonczony.
Roéwnoéé (19.1) mozna tez napisaé w postaci

lim f (9() = f (tim g(x);

podo.bn.ie dla 'gr.?nicy prawostronnej i lewostronnej. Sens wigc twier-

dzenia jest takl,. ze _znak lim mozna wciagnaé pod znak funkcji f; o ile

tylko ta funkcja jest ciagla w punkcie t, =limg(x). Dzigki temu
x—*a

§19. Funkcje zlozone

Gdy mamy dwie funkcje f i g, to mozna z nich utworzy¢ funkcje
zlozong f 0g, przyjmujac (fog)x)=f (g(x)). W tradycyjnym znako-
waniu, gdy dane funkcje sa okreslone wzorami y = f(f) it = g(x), to

funkcja zlozona dana jest wzorem y = f(gx)).
Na przykiad, gdy y = lt], t =x*—x, to funkcje ztozona mozna |

napisa¢ w postaci y = |x2—x|, gdy zas y = 2t t=|x|, to funkcje |
zlozona mozna napisac W postaci y = x>—|x| (b0 x| = x3). '

mozna wygodnie oblicza¢ granice funkcyj zlozonych. Na przykiad

lim [x2 —b| = [lim (x>~ b)| = a?—bl,

Xx—a

gdyz modutl jest wszedzie funkcja ciagla.
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Natomiast dla funkcji [¢] rachunek
lim[—x*] = [lim(~x?%)] =[0]=0
x-+0 x=+0
bylby bledny, bo [~x*] = ~1dla —1<x<0idla0 < x < 1, wobec
czego jest lim [—x2] = —1. Bledno$¢ pochodzi stad, ze funkcja [x]
x~0

nie jest ciagta w punkcie lim (—x2), to znaczy w punkcie 0.
x—+0

TWIERDZENIE 19.2. Jezeli funkcja g jest ciqgla w punkcie a, funkcja
zas$ f jest ciggla w punkcie t, = g(a), to funkcja zlozona @ = fog jest
rowniez ciqgla w punkcie a.

Kroétko, lecz mniej $cisle, mozna to twierdzenie wyrazi¢ stowami:
Funkcja zlozona z dwdch funkcyj cigglych jest ciggla.

Dowdd. Na podstawie poprzedniego twierdzenia jest lim f(g(x)) =.

= f{g(a)), co oznacza wiasnie ciaglosé f(g(x)) w punkcie a.

W szczegblnym przypadku, gdy g(x) = a+x, z ciaglosci f w punk-
cie a wynika ciaglo$¢ funkcji ztozonej ¢(x) = f(a+ x) w punkcie 0. Na
odwrot, funkcje f(x) mozna znowu uwazaé za funkcje zlozona,
mianowicie f(x) = @(x—a). Z ciaglosci funkcji ¢ w punkcie 0 wynika
ciaglos¢ funkcji f w punkcie a. Zatem ciagloéé funkcji f w punkcie
a jest rOwnowaina z ciagloscia ¢ w punkcie 0, czyli z warunkiem
ling @(x) = ¢(0) lub, co na jedno wychodzi, z warunkiem

li_{r(l)f(a+x) = f(a).

Funkcja f jest wigc ciagla w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi powyzsza réwnosé.

Funkcja ztozona moze byC okreSlona tylko w tych punktach, w ktorych jest
okreslona funkcja wewnetrzna, ale nie koniecznie we wszystkich. Rozpatrzmy na-
stgpujacy przyktad. Niech y = 1/t i ¢t = 1—|x|/x. Kazda z tych funkcyj jest okreslona
dla wszystkich warto$ci argumentu z wyjatkiem zera. Natomiast funkcja zlozona

, czyli funkcja y =
X

1
1—|x)/

y= jest okreslona tylko dla ujemnych wartoéci x (bo

x—|x]|
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dla innych mianownik jest réwny zeru). Zbiér okreslonoséci funkcji ztoZonej zostal
zwezony przez to, ze dla x = 0 funkcja ¢ = 1—|x|/x przyjmuje warto§¢ zero, ktéra nie
nalezy do zbioru okreslonodci funkgji y = 1/t(%).

§20. Stromos$¢ i predkosé

Droga wyobrazona na rysunku 30 wznosi si¢ w gore. Cztowiek
idacy ta droga wznosi si¢ 0 1 m na kazde 10 m przebyte w kierunku

_poziomym. Moéwimy, ze stromo§¢ drogi wynosi f5. Aby znalezé

stromo$é niekoniecznie musimy bra¢ 10-metrowy odcinek drogi.
Zauwazywszy na przyklad, ze na kazde 5 m przebyte w kierunku
poziomym podrézny wznosi si¢ 0 § m, znajdziemy stromos¢, dzielac
liczbe 4 przez 5, co znowu daje 7. Iloraz wyrazajacy stromos$¢ drogi
nie zalezy od. dlugosci rozpatrywanego odcinka drogi.

Inaczej ma sie sprawa, gdy droga w roznych punktach jest réznie
nachylona, jak na rysunku 31. Srednia stromo$¢ drogi na 10-metrowym

3Im

0 5m 10 m-
Rys. 31

(*) Obecnie czgsto definiuje si¢ zlozenie dwoch funkcyj, zakladajac, Ze zbior wartosci
funkcji wewngtrznej jest zawarty w zbiorze okreslonoci funkcji zewngtrznej. (Przyp. red.)
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odcinku przedstawionym na rysunku obliczymy biorac stosunek
wzniesienia do jego dlugosci, co daje w tym przypadku %. Gdy
natomiast wezmiemy pod uwage tylko druga potowe drogi, to $rednia
stromo$¢ wypadnie £, a wiec mniejsza.

Z rysunku wida¢, ze stromo$¢ jest najwigksza na samym poczatku
drogi, a potem stopniowo maleje. Intuicyjnic mozna z kazdym
punktem drogi zwiaza¢ pewna stromo$é. Jak ja wyrazi¢ liczbowo?

Przypuscmy, ze ksztatt drogi (rys. 31) w przedziale [0, 10] dany jest
w przyblizeniu przez funkcje

fx) =%x—F5x>.

Chcemy znalezé stromo$¢ np. w punkcie x =5. W tym punkcie
wzniesienia wynosi f(5) = 3. Gdy si¢ posuniemy w prawo w kierunku
poziomym o dlugos$¢ h, to wzniesiemy si¢ do wysokosci

f(5+h) =%,5+h)—25(5+h? =3+%h—5h?.
Rézinica wysokosci wynosi
fG+h)—f(5) = th—F5h?,
a Srednia stromoS¢ na rozpatrywanym odcinku drogi

fC+h-fO) _2 1,
h T5 25

Gdy h dazy do zera, to w granicy dostaniemy

. fG+R—f(5) 2
fim = =3

Liczbg # uwazamy za stromo$¢ drogi w punkcie x = 5.

Stromos$¢ krzywej w danym punkcie mozemy tez interpretowac
jako stromos$¢ stycznej w tym punkcie. Jezeli dla pewnej funkcji f(x)
(rys. 32) obliczymy jak poprzednio $rednig stromo$¢ miedzy punktami
x i x+h, to znajdziemy '

fx+h)—f(x)
. .

§20. Stromos¢ i predkosé

Jest to zarazem stromoS¢ siecznej, taczacej punkty P i Q. Gdy punkt
P jest nieruchomy, a punkt Q zbliza si¢ do P, to stopniowo sieczna
zbliza si¢ do stycznej w punkcie P. Stromo$¢ tej stycznej znajdziemy
wigc, obliczajac granice

b FOHR =10

x=0 h

Przypusémy, ze pociag wyjezdza ze stacji. Jego odleglo$é¢ od stacji
oznaczmy przez y. Jest ona funkcja czasu t, mozemy wiec napisaé

y=f@).
Miedzy chwila ¢t a t+h Srednia predkos¢ pociagu wynosi
fE+h)—f ()
—
Granica

im S E+R) =)

-0 h

wyraza predkos¢ - ‘agu w chwili t.
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§21. Pochodna

Granice
(2 1. 1) lim w

h=0 h

nazywamy pochodng funkcji f w punkcie x i oznaczamy f'(x). Jezeli
f'(x) istnieje, to funkcje f nazywamy rézniczkowalng w punkcie x.
Przypisujac kazdemu punktowi x, w ktorym funkcja f jest rOznicz-
kowalna, liczbe f(x), otrzymujemy nowa funkcje, ktéra oznaczamy f’
i nazywamy pochodnq funkcji f.

PrzYkiAD 1. Gdy f(x)=1/x (x #0), to

L 1
, . X+h x 1
fe) ===
. (x+h)—x
PrzykeAD 2. Gdy f(x) =x, to f'(x)= ;E?)L_h)—~= 1.

PrzykiaD 3. Gdy funkcja jest stala f(x)=c¢, to f'(x)=
= lim = o.

w0 h

Przyklady 2 i 3 sa szczegolnie wazne, gdyz stanowia podstawe do
obliczania wielu innych pochodnych. Dlatego nalezy je dobrze zapa-
migtac.

Obliczanie pochodnych nazywa sig¢ czesto rézniczkowaniem.

Cwiczenia. 1. Obliczyé na podstawie definicji pochodne funkcyj

) 1
i y=s

I . \
2. Znales¢ stromo$éé stycznych do krzywych y = 3z i y = x* w punkcie o wspét-

rzednych x =1, y = L.
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§ 22. Rozniczkowalno$¢ a ciaglosé

Zwiazek miedzy rozniczkowalnoscia a ciagloscia funkcji wyraza

TwIERDZENIE 22.1. Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w pewnym
punkcie, to jest w nim ciggla.

Dowod. Istotnie, mamy

f+h—f(x)
h

fx+h) = h+f ().

Gdy funkgcja f jest rozniczkowalna w punkcie x, to przy h— 0 pierwszy
czynnik iloczynu po prawej stronie dazy do f'(x), a drugi do 0, wigc
iloczyn dazy do f'(x)-0, czyli do 0. Drugi skladnik sumy, jako staty,
dazy do f(x), wiec }'iné f(x+h) = f(x), co wobec §19 (str. 84) daje

cigglos¢ funkcji f w punkcie x.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyklad funkcja
y = |x| przedstawiona na rysunku 33 jest ciagla, ale nie ma pochodnej

[0+A|—10|
h

w punkcie 0, bo iloraz roznicowy jest réwny — 1 na lewo od

0 a 1 na prawo od 0. Nie ma wigc granicy w punkcie 0. Jest to tez
widoczne z wykresu tej funkcji. Krzywa ma ostrze w punkcie 0 i nie
istnieje tu styczna.
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§23. Rozniczkowanie iloczynu

Mamy nast¢pujace

TWIERDZENIE 23.1. (regutla rézniczkowania iloczynu). Ilo-
czyn @ = fg dwéch funkcyj f i g rézniczkowalnych w punkcie x jest
w tym punkcie rézniczkowalny i zachodzi wzor

(23.1) ¢'(x) = f'(x)g(x)+f (x)g' (x).
Te regule rozniczkowania iloczynu mozna napisaé krocej
(fg) =f'g+14"
Dowo6d. Wychodzimy z réwnosci

e+l —olx) _ fix+hgx+h—f(x)g(x) _
h h

_ SRgle+h)—f (x)g(x+h)+f (x)g(x +h) —f (x)g(x)
B h

= LD by 9

g(x+h)—g(x)
g

Gdy h—0, to czynnik g(x-+h) w ostatnim wierszu dazy do g(x),
gdyz funkcja g jako rozniczkowalna jest ciagta. Wobec tego w granicy
dostajemy wzér (23.1).

Stosujac regule rézniczkowania iloczynu, mamy kolejno

(®) = (xx) = 1x+x1 = 2x,
() = (x*x) = 2xx+x%1 = 3x2.
Ogolnie dla kazdej liczby naturalnej n
(23.2) (™ =nx""1,

Istotnie, wzor tej jest prawdziwy dla n = 1, bo x! = x, x° = 1 (zob.
§13, str. 74) 1 (x) = 1. Przypusémy, ze wzor zostal juz udowodniony
dla pewnej liczby naturalnej p. Wtedy

(xP*Y = (xPx) = (xF) x+xP1 = pxP " 1x+xP1 = (p+1)xP.
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Przez indukcje wynika prawdziwoéé wzoru dla wszystkich natu-
ralnych n.

Gdy funkcja f jest stala w rozwazanym przedziale f(x)=c, to ze
wzoru (23.1) mamy ¢'(x) = 0- g(x)+cg'(x) = cg'(x). Mamy wigc wzor
(bardzo wazny w rachunkach) ‘

(23.3) (cg) = cg’

Cwiczenie. Udowodnié wzér (23.3), opierajac si¢ bezposrednio na definicji po-
chodnej.

(c stala).

§24. Rézniczkowanie sumy i réznicy
Mamy nastepujace

TWIERDZENIE 24.1 (regula rézniczkowania sumy). Suma
@ = f+g funkeyj f i g roiniczkowalnych w punkcie x jest réwniez
rozniczkowalna i zachodzi wzor

0'(x) = f'(x)+ ¢ (x).
Te regule rozniczkowania sumy mozna napisaé krocej
(f+9) =f'+g.
Dowéd wynika z rdwnosci ‘
ex+h)—ox)  flx+h)—f(x) gx+h)—g(x)
h ST R T w

przez przejscie do granicy.
Kombinujac regule rozniczkowania sumy z regula rézniczkowania
iloczynu mamy

(f=9) =(f+(=1)g) = f'+(=1)g' = f'—¢.
Stad mamy

TWIERDZENIE 24.2 (reguta rézniczkowania rdéznicy). Réznica
@ = f—g dwdch funkcyj f i g rézniczkowalnych w punkcie x jest rowniez
rozniczkowalna i zachodzi wzdr

¢'(x) = f'(x)—g'(x).
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Krocej:

=9y =["-g.
~ Przez kombinowanie regut podanych w tym i poprzednim para-
grafie mozna oblicza¢ pochodne bardziej skomplikowanych wyrazen,

na przykiad: :
(3x%*—x+2) = 6x—1,

4 ’ 1
<6x5—x——-f—i> = 30x4—x3—§;

dla wykonania ostatniego rachunku musimy ulamki x*/4 i x/2
przedstawi¢ najpierw w postaci iloczynéw %x* i ix.

Cwiczenie. Zrozniczkowaé funkcje:

2_3
X1, 3x*4+2x—6, x——z—f G+T0R=5%), x"(x+3).

§ 25. Roiniczkowanie ilorazu

Mamy nastgpujace

TWIERDZENIE 25.1 (regula rézniczkowania ilorazu). Jezeli
f i g sq funkcjami rézniczkowalnymi w punkcie x, przy czym funkc.'jcf
g Jjest rézna od zera w tym punkcie, to iloraz ¢ = f/g jest rowniez
rozniczkowalny i mamy wzdr

gx)S"(x)—f (x)g' ()

T

Krocej:
Iy _o'-t
(25.1) (g) =S

Dowod wynika z rownosci

fx+h) )

e+l —ox)  glx+h) g(x) _
h - h

h)—
ot LT

h—
WNGLR

g(x)g(x+h)

przez przejscie do granicy.
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Uwaga. Regula rézniczkowania ilorazu czgsto jest podawana w postaci

252) Gyzﬁtﬁ
' g g’

kt6ra rézni sig kolejnoscia czynnikow [ i g w liczniku. Ze wzgledow czysto praktycznych
wygodniejszy jest sposéb rachowania wediug wzoru (25.1). Mianowicie wypisujemy
najpierw pod kreska ulamkowa kwadrat mianownika, potem ten sam mianownik
wypisujemy nad kreska utamkows, mnozymy przez pochodng licznika i odejmujemy
jeszeze licznik pomnozony przez pochodng mianownika. Mamy wiec w mysli kolejno
mianownik, licznik i znowu mianownik. Gdy za$ tak samo liczymy wedlug wzoru (25.2),
to mysl musi wykona¢ wigcej przeskokow: mianownik, licznik, mianownik, licznik
i znowu mianownik. Stale wigc uzywanie algorytmu (25.1) daje pewna oszczednosé
wysitku i czasu, zwlaszcza gdy licznik i mianownik maja posta¢ skomplikowang.

2 ! 2_ Yy — (%2 _
PRZYKEAD 1. 2x 1 Y _(P—x+1) 22x (x 42-1)(2x b _
x“—x-+1 (x2—x+1)

o 1-x?
- (x2—x+1)*

’ 2 0 1. _
PRZYKEAD 2,< 1 >_(x +1)-0—1-2x 2x

1) R T G

Gdy funkcja w liczniku jest stafa, praktyczniej jest uzywaé wzoru

Uproszczonego
c 7 cgl
~] =—— (c stala).
(g) g

W zastosowaniu do przykladu 2 wzér ten pozwala od razu napisaé
koncowy wynik.
Ze wzoru tego znajdujemy tez kolejno

IY__1 (1Y -2 2
x) X &2 T X T
1/
3

_—3x2_ 3
x3) x5 T x*

(25.3) <;1;> = — '11 dla n naturalnego i x % 0;

Ogolnie mamy wzér
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istotnie, mamy

1Y —nx""1 n x"1 n 1 n
F) TR T e e T T T T
Cwiczenie. Obliczyé pochodne nastepujacych funkcji:
¢, 1,3 2 3-2x 2x 1+x? x?—2x+3
e A

x 3+2x°  14+x*  x(1—x%)  x*+2x+5

§26. Najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji (dalszy ciag)

W § 17 udowodnili$my, ze funkcja ciaglta w przedziale domknigtym

najwicksza. Rachunek rézniczkowy pozwala czgsto w wygodny Sposob
znalezé te wartosci. Stuzy ku temu nastepujace

TWIERDZENIE 26.1. Jezeli funkcja f okreslona w pewnym przedziale
osigga swq najmniejszq lub najwigkszq wartos¢ w punkcie & lezacym
wewnaqtrz przedzialu, i jest w tym punkcie rézniczkowalna, to f'(£) = 0.

Dowdd. Jezeli funkcja f przyjmuje w punkcie ¢ najmniejsza
warto$é, to dla kazdej liczby & +h z rozwazanego przedzialu zachodzi
nieré6wnos$¢ f(&+h)—f (&) = 0. Wobec tego jest

0 LEDLO gy g

FE+HMN=F@ _ o 4 n<o
h = '

(26.1)

fE+m—f()
h

jest jednoczesnie jego granice lewostronna i prawostronna. Z nie-

réwnosci powyzszych otrzymujemy wigc na podstawie twierdzenia

11.1 (str. 70)

Poniewaz f'(£) jest granica ilorazu réznicowego , Wigc

0< /(@ i [f©<0.
Stad jedyna mozliwosé: f'(£) = 0.

przyjmuje zawsze w tym przedziale warto$¢ najmniejsza i warto$¢ -
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Jezeli w punkcie ¢ funkcja ma warto$é najwieksza, to f(&+h)—
—f (&) < 01w (26.1) trzeba przestawic nieréwnosci h > 0i h < 0. Poza
tym dowdd jest bez zmian. ‘

Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze funkcja okreslona w pe-
wnym przedziale domknigtym moze przyjmowaé najmniejsza lub
najwigksza wartos¢ tylko w punktach, gdzie

1° pochodna jest rOwna zeru;

2° pochodna nie istnieje;

3° na koncach przedziatu.

W Zadnym innym punkcie funkcja nie moze przyja¢ ani najmniejszej
ani najwigkszej wartosci. Moze sie zreszta zdarzyé, ze wcale one nie
istnieja. - :

PrRzYKLAD 1. ZnaleZ¢ najmniejsza i najwicksza warto$¢ funkcji
f(x) =x*—2x~3 w przedziale [—2, 2] podanej na rysunku 34.

Yy =ax*—2x—3

Rys. 34

Funkcja ma pochodna w kazdym punkcie; wynosi ona f'(x) =
=2x—2 i jest rowna zeru w punkcie x = 1. Funkcja f moze wiec
przyja¢ najmniejsza lub najwigksza wartos$¢ albo w punkcie 1, albo na
koncach przedzialu, to znaczy w punktach —2 lub 2. Obliczamy

7 — Wstep do analizy matematycznej
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wartosci funkcji w tych punktach

f)y=—4, f(-2)=5, f(@=-3.

Stad wnosimy, Ze najmniejsza warto$¢ funkcji w przedziale [—2, 2]
wynosi —4, a najwigksza 5. Wida¢ to zreszta dobrze z zalaczonego
rysunku.

PrzYKEAD 2. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza warto$é funkcji
f(x) =|2x+1] w przedziale [—1, 1], podanej na rysunku 35.

A
y

|
|
|

-1-{0f 1 «x
y==|[2x+1l

Rys. 35

Mozna napisac

2x+1 dla x> -4,
—2x—1 dla x<4%.

S(x) = {
Stad

2 dla x> -4,
-2 dla x< —4;
w punkcie x = —3 funkcja nie ma pochodne;.

Poniewaz pochodna jest wszedzie (tam gdzie istnieje) rézna od
zera, wigc warto§¢ najmniejsza i warto$é najwieksza moga byé
osiagnigte tylko w punktach —4, —1 lub 1. Poniewaz

f(=H=0, f(-D=1 i f(H)=3,

wiec najmniejsza warto$¢ wynosi 0, a najwicksza 3.

f’(x)={
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PrzykiAD 3. W parabole y=1-—x2? (rys. 36) wpisaé trojkat
prostokatny tak, Zeby jedna jego przyprostokatna lezala na osi
x i zeby jego pole bylo najwigksze.

Jest widoczne, ze jeden z wierzcholkow trojkata musi lezec
w punkcie x = —1, y = 0 lub w punkcie x = 1, y = 0. Ze wzgledu na
symetri¢ mozemy przyjac¢ pierwszy przypadek. Wtedy punkt x = —1,
y = 0 jest zarazem koncem przeciwprostokatnej. Drugi koniec prze-
ciwprostokatnej o wspotrzednych x, y lezy na fuku paraboli, spelnia
wiec rownanie y = 1—x2. Pole prostokata wyraza si¢ wzorem
(1 +x)y, czyli 3(1+x)(1 —x2). Z geometrycznych zalozen wynika, Ze
jest —1 < x < 1. Nalezy wigc znalez¢ najwigksza wartos¢ funkcji

(26.2) P(x) = 3(1 +x)(1 —x?)
w przedziale (—1, 1). Funkcj¢ t¢ mozna tez napisa¢ w postaci
P(x) = —3(3+x2—x—1).
Pochodna jej wynosi
P(x) = —3(3x%+2x—1) = —4(3x—1)(x+1).
Przyréwnujemy ja do zera: .
—4Bx—1)(x+1)=0.

Stad wynika, ze 3x—1=01lub x+1 =0, a stad x =% lub x = —1.
Szukajac ekstremow funkcji (26.2) w przedziale domknigtym [—1, 1]
bierzemy w rachube tylko punkt 4 i korice przedziatu —11i 1. Wartoéci
funkcji w tych punktach wynosza

P& =145 P(-1)=0, P(1)=0.




100 II. Funkcje

Stad wynika, ze najwigksza warto$é funkcji P(x) wynosi 4% i funkcja
przyjmuje ja w punkcie . Najmniejsza warto$é, ktéra wynosi zero,
funkcja przyjmuje na koncach przedzialu. W przedziale (—1, 1)
najmniejsza wartos¢ nie istnieje.

Szukany trojkat ma wigc pole 45, a podstawa jego ma dlugosé %.

Po tych przykladach zauwazmy jeszcze, ze gdy f(a) = f(x) dla
a < x < b, to (f(x)—f(a)/(x—a) < 0 i w konsekwencji f(a) <O, jezeli
pochodna ta istnieje. Gdy wigc f'(a) > 0, to f(a) nie jest najwicksza
wartoscia funkcji f(x) w [a, b]. Podobnie nie jest nia f(b), gdy
S'(b) <0.Gdy za$ f'(a) <01 f'(b) > 0, to f(a) i f(b) nie sa najmniejsza
wartoscia f(x) w [a, b]. Na podstawie twierdzenia 26.1 wynika stad, ze
jezeli pochodna f'(x) istnieje w przedziale [a, b] i na jednym jego koricu
jest dodatnia a na drugim ujemna, to jest réwna zeru w pewnym punkcie
wewngtrz tego przedzialu. :

Cwiczenia. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza warto$é funkcji

(o) 5x—x* w przedziale [0, 31;

(B) 3x—4x® w przedziale [0, 3];

(7) x>*—6x2+9x—6 w przedziale [0, 4];

(8) x*(6—x)* w przedziale [—1, 5];

x
© 1+4x?

w przedziale (— o0, o0);
© x+>9—c w przedziale [1, 5];

4
m) x+x—_—?:—3 w przedziale [0, 2].

§27. Twierdzenie o wartoSci Sredniej

Wezmy pod uwagge jaki$ tuk krzywej i cigciwe taczaca jego konce

(rys. 37). Jezeli w kazdym punkcie luku istnieje styczna, to sposrod
tych stycznych mozna wybraé taka, ktora jest rownolegla do cigciwy.
Twierdzenie to, geometrycznie do$¢ oczywiste, sformutujemy teraz
i udowodnimy analitycznie.

Przypusémy, ze tuk przedstawia funkcje f w przedziale [a, b].
Stromos¢ siecznej wynosi

f1b)—f(a)
b—a

i jest rtowna stromosci stycznej w punkcie &, czyli pochodnej f'(£).
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c'\‘?""“mL

i

|

|

I

I

I

1

a é b x
Rys. 37

TWIERDZENIE 27.1 (0 warto$ci Sredniej). Jezeli funkcja f jest
ciggla w przedziale [a, b] i ponadto ma pochodng wszedzie wewngtrz
tego przedzialu, to istnieje (co najmniej jeden) taki punkt £,2e a < £ < b i

fb)—f (@)

2= .

Dowoéd. Wprowadzamy funkcje pomocnicza

o) = 100D g

—a

Jest ona rowniez ciagla w przedziale [a, b] i ma pochodng wewnatrz
tego przedzialu. Ponadto jest tak dobrana, ze ¢(a) = ¢(b) = f(a), co
fatwo sprawdzi¢. Udowodnimy, ze istnieje wewnatrz przedziatu [a, b]
taki punkt &, ze ¢'(§) =0.

Niech M oznacza najwigksza a m najmniejsza warto$é funkcji
¢ w przedziale [a, b]. Gdy M = m, to ¢(x) = ¢(a) w calym przedziale
[a, b] i jest wobec tego ¢'(£) =0 dla kazdego punktu ¢ wewnatrz
[a,b]l. Gdy M>m, to musi byé M>¢pa)=0¢e®d) lub
m < ¢(a) = @(b). W pierwszym przypadku funkcja osigga wartosé
M w pewnym punkcie ¢ wewnatrz przedziatu i jest ¢'(£)=0 na
podstawie twierdzenia 26.1 (str. 96). W drugim przypadku funkcja
osiaga warto§¢ m w pewnym punkcie ¢ wewnatrz przedzialu i jest
©’'(€) = 0 na podstawie tego samego twierdzenia 26.1. W kazdym wiec
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przypadku istnieje wewnatrz [a, b] punkt & w ktérym ¢'(¢) = 0.
Ale

o) = 109-L071,
wobec tego
o S O)—f(@)
0=f ==

co dowodzi twierdzenia.

Uwaga. Gdy twierdzenie o wartosci $redniej stosuje sie do
pewnego przedziatu [x,, x,] (to znaczy gdy funkcja f jest ciagla
w przedziale [x,, x,] i rézniczkowalna wewnatrz tego przedziahu), to
oczywiscie stosuje si¢ tez do kazdego przedzialu [x,, x] zawartego
w [x,, x,]. W zastosowaniach czgsto rozwaza si¢ jednoczesnie roine
przedzialy [x,, x] i wtedy dla réznych przedziatow liczby ¢ sa na ogét
rézne. Mozemy wiec napisaé

(27.1) f(X)—f(x0) = (x—x) f'(E(x)) (€ zawarte migdzy x, a X),:

zaznaczajac w ten sposob, ze ¢ zalezy od x. Symbol &(x) moze byé
uwazany za funkcje, jezeli dla kazdej liczby x zostanie dowolnie
wybrana warto$¢ £(x) sposréd wartoscei, dla ktorych rownoéé (27.1) ma
miejsce. Funkcje £(x) moga by¢ wigc na ogdt rozmaite, ale zawsze

spetniaja nieréwnosci x, < £(x) < x. Stad wynika, ze lim &(x) = x,,.
x-*xq+

Podobnie mozna rozwaza¢ przedzialy [x, x,]; wtedy takze za-
chodzi rownos$¢ (27.1) i jest x < é(x) < x, oraz lim &(x) = x,.

X—=+Xx0—

Gdy zalozymy dodatkowo, ze £(x,) = x,, to funkcja &(x) bedzie
ciagla w punkcie x = x,; zakladamy wtedy oczywiscie, ze funkcja
S jest réiniczkowalna w jakim§ przedziale zawierajacym wewnatrz
 punkt x,. Woéwczas rownos¢ (27.1) zachodzi takze dla x = x,.

W zastosowaniach bardzo czgsto korzystamy z nastgpujacego
twierdzenia, bedacego wnioskiem z twierdzenia o warto$ci $redniej:

TWIERDZENIE 27.2 Jezeli funkcja f jest ciggla w przedziale [a, b]
i jest f' =0 wewnqtrz tego przedzialu, to funkcja f jest stala w [a, b].

§27. Twierdzenie o wartosci Sredniej 103

Dowod. Jezeli x, i x, sa dowolnymi punktami (x, # x,) prze-
dziatu [a, b], to dla pewnego punktu ¢ miedzy x, a x, jest

S(x)=f(xy) = (¢ =0,
X,—Xy
skad wynika f(x,) = f(x,).

Z twierdzenia tego wyplywa oczywisty wniosek, ze jezeli dwie
funkcje sq ciggle w przedziale [a, b] i majq te samq pochodng wewnqgtrz
przedzialu, to roznig sig co najwyzej o stalg. Istotnie, rdznica tych
funkcji spelnia warunki twierdzenia 27.2, musi wiec by¢ stala.

§28. Funkcje rosnace i malejace

Funkcj¢ nazywamy rosnqcq, gdy ze wzrostem x wzrasta jej wartosé,
malejgcq, gdy ze wzrostem x maleje jej wartosé. Funkcja rosnaca
i malejaca przedstawione sa na rysunku 38 i 39.

! | |
| | I
xX X

Rys. 39. Funkcja malcjgea

Rys. 38. Funkgja rosngea

Pojecia te dokladniej precyzujemy w nastgpujacy sposob.

Funkcj¢ f nazywamy rosngcq w danym przedziale, gdy dla
dowolnych punktéw x, < x, tego przedziatu jest f(x,) < f(x,).

Funkcje f nazywamy malejgcq w danym przedziale, gdy dla
dowolnych punktow x, < x, tego przedzialu jest f(x,)> f(x,).

Z definicyj tych widaé, ze funkcje rosnace i funkcje malejace moga
kazda wartosC przyjac co najwyzej jeden raz.

Funkcja moze by¢ w pewnych przedzialach rosnaca, w innych
malejaca. Na przykiad funkcja f(x) = x? jest malejaca w przedziale
(—o0, 0), a rosnagca w przedziale (0, co).

TWIERDZENIE 28.1. JezZeli w danym przedziale pochodna f'(x) jest
dodatnia, to funkcja f(x) jest rosnqca; jezeli pochodna jest ujemna, to
funkcja jest malejqca.
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Dowéd. Przypusémy, ze w pierwszym przypadku funkcja nie jest
rosngca. Wtedy istnieja w przedziale takie punkty x, <x,, zZe
S(xy) = f(x;). Z twierdzenia o wartosci $redniej wynika istnienie
miedzy x; a x, takiego punktu ¢, ze

JICARACARIN

2 1

(28.1) I =

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze pochodna jest dodatnia.

Dowaéd drugiego przypadku jest podobny, tylko zamiast nierdwnosci
f(xy) = f(x,) mamy f(x,) < f(x,), a w nierownosci (28.1) znak < prze-
chodzi na >, co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze pochodna jest ujemna.

Udowodnione twierdzenie moze stuzy¢é do badania przebiegu
funkcji. Na przyklad funkcja f(x) = (1+x)(1 —x?) przedstawiona na
rys. 40 ma pochodna f'(x) = —(3x—1)(x+1), ktora jest dodatnia
w przedziale (—1, 3), a ujemna w przedzialach (— o0, —1) i ¢, o).
Stad wynika, ze funkcja f(x) jest rosnaca w przedziale (—1, %),
a malejaca w przedzialach (—oo, —1) i (4, o).

)
]
)

-1 o0l \ x
3
y=(1+x)(1—x?) y=x?
Rys. 40 ' Rys. 41

W §15 udowodnilismy, ze w przedziale (0, 1) istnieje liczba ¢,
spelniajaca rownanie
(28.2) x*+x—1=0.

Funkcja f(x) = x°+x—1 ma pochodna f'(x) = 5x*+1, ktora jest
wszedzie dodatnia. Funkcja f(x) jest wigc rosnaca i moze wartosé
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0 przyja¢ tylko raz. Stad wynika, ze liczba ¢ jest jedynym pier-
wiastkiem rownania (28.2).

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 28.1 nie jest prawdziwe. Na
przyklad funkcja f(x) = x> jest wszedzie rosnaca, mimo ze jej pochod-
na f'(x) = 3x? jest rowna zeru w punkcie x =0 (rys. 41).

Cwiczenia. Podaé¢ przedzialy, w ktorych nastgpujace funkcje sg rosnace lub

malejace:
(@ y=1—x—x2% (B) y=2x>—3x2—36x+1;
4

X x*+3
8 y=—7 RRT = .
® x2+1 x2+1 ) y x+1
Poda¢ przyblizone wykresy tych funkcyj.

& y=

§29. Funkcje nierosngce i niemalejace

Funkcje nazywamy nierosnqcq, gdy ze wzrostem x wartosé jej nie
wzrasta, niemalejqcq, gdy ze wzrostem x warto$¢.jej nie maleje.

Dokladniej:

Funkcje f nazywamy nierosnqcq w danym przedziale, gdy dla
punktow x, < x, tego przedziatu jest f(x,) > f(x,).

Funkcj¢ f nazywamy niemalejgcq w danym przedziale, gdy dla
punktéw x; < x, tego przedziatu jest f(x,) < f(x,).

Funkcje nierosnace i niemalejace obejmujemy wspélnym mianem
funkcyj monotonicznych.

Kazda funkcja rosnaca jest niemalejaca, ale nie kazda funkcja
niemalejgca jest rosngca. Podobnie, kazda funkcja malejaca jest
nierosnaca, ale niekoniecznie na odwrét. Funkcje rosnace i malejace sa
réwniez monotoniczne.

TWIERDZENIE 29.1. Jezeli w danym przedziale jest f'(x) = 0, to funkcja
S (x) jest niemalejgca; jezeli jest f'(x) <0, to funkcja jest nierosngca.

Dowéd. Przypusémy, ze w pierwszym przypadku istnieja takie
punkty x; < x,, ze f(x,) > f(x,). Wtedy istnieje migdzy x, a x, taki
punkt &, ze

X3 1
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wbrew zalozenia. Dowdd drugiego przypadku jest podobny, nalezy
tylko zamiast f(x,) > f(x,) napisa¢ f(x,) < f(x,) i zmieni¢ w (29.1)
znak < na >.

Twierdzenia 29.1 daje si¢ odwroci¢ (w przeciwienstwie do twier-
dzenia 28.1). Mianowicie, jezeli w danym przedziale funkcja f(x) jest
niemalejgca, to f'(x) = 0; jezeli jest nierosnqgcq, to f'(x) < 0. Istotnie,
w pierwszym przypadku jest

SE+)—F )
. h
dla x i x+ h nalezacych do rozwazanego przedziatu (h # 0). Stad przez

przejécie do granicy mamy f’(x) > 0. W drugim przypadku zachodza
takie same nierownoSci w przeciwng strone.

§30. Zachowanie si¢ funkcji w nieskonczonosci

Gdy w funkcji f(x) = 1/x podstawiamy za x coraz wigksze liczby,
to warto$¢ funkcji staje si¢ coraz blizsza zera. Mowimy wtedy, ze
w nieskorczonosci funkcja jest nieskoriczenie mala. Pojecie to precyzuje-
my podobnie jak w §5 (str. 56).

Moéwimy, ze w nieskoriczonosci funkcja f jest nieskorczenie mala,
gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taka liczba 6, ze dla x > §
zachodzi nierownosé |f(x)] < e.

Na przyklad, jezeli dla funkcji f(x) = l/x (rys. 42) przyjmiemy za
d liczbe 1/e, to bedzie |f(x)] <& dla x > 4.
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Podobnie méwimy, ze w nieskoriczonosci funkcja f jest ograniczo-
na (1), gdy istnieje liczba dodatnia ¢ i liczba 5, takie ze dla x > 6
zachodzi nieréwnos$é |f(x)] < e.

Dla oznaczania funkcyj nieskonczenie matych i funkcyj ograniczo-
nych w nieskonczonosci uzywa si¢ symboli o(1) i O(1) podobnie jak
w §7. Dla uniknigcia nieporozumien musi byC oczywiscie zawsze
zaznaczone, ze chodzi o zachowanie si¢ funkcji w nieskonczonosci.

WidzieliSmy poprzednio, ze w nieskonczonosci jest

—i—= o(1).

Wida¢ takze, ze dla funkcyj stalych f(x) = c jest
c = 0(1).

Algebra symboli o(1) i O(1) jest dla nieskoniczonosci taka sama jak
w §8. Dowody tam podane wymagaja zastapienia nierdOwnosci a <
<x<a+d,a<x<a+d;ia<x<a+d, odpowiednio przez x > 9,
x>0, i x> d,; o liczbach J, 6, i §, nie zaklada si¢ w przypadku
nieskonczonosci, ze sa dodatnie; ponadto w tych miejscach dowodu,
gdzie 6 jest mniejsza z liczb 8, i §, nalezy przyjac, ze & jest wigksza
z tych liczb.

§31. Granica funkcji w nieskonczonosci

Mbwimy, ze funkcja f ma w nieskorczonosci granice k, gdy jest
f(x)—k = o(1), czyli gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba 4,
ze dla x > J jest |f(x)—k| <& Piszemy wowczas

lim f(x) =k lub krocej f(o0)=

X+ 00

Na przyklad

1im1=0 lub —!—=0.
0

x—+ X

(}) Zakladamy, ze funkcja f jest okreslona dla x > &,, gdzie 8, > 0. (Przyp. red.).

Y
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TWwIERDZENIE 31.1. Jezeli lim f(x) = 0, a funkcja g(x) jest ograni-

czona w pewnym przedziale (a, o), to lim f(x)g(x) = 0.
: X—*a0

Dowod. W nieskoficzonosci jest f(x) = o(1) i g(x) = O(1), zatem
f(x)g(x) = o(1), co dowodzi twierdzenia.

Obliczenie granicy w nieskoficzono$ci mozna zawsze sprowadzic
do obliczenia granicy innej funkcji w zerze. Jest mianowicie:

TwIERDZENIE 31.2. Réwnosé lim f(x) = k zachodzi wtedy i tylko

1
wtedy, gdy lim f <——> =k.
x—+0+ X

Dowod. Gdy lim f(x) = k, to dla kazdej liczby & > 0 istnieje taka

X=* 0

liczba §,, ze dla x > &, jest
(3L.1) |f(x)—k| <e,

jezeli 8, jest dowolna liczba dodatnia wigksza od é,, to dla x > J, tym
bardziej nier6wnosé (31.1) jest spelniona. Gdy x = 1/tid, = 1/6, to dla
0<t<é mamy 1/t >, i wobec (31.1)

(31.2) If(%)-—kl <e;

zatem dla kazdej liczby & > 0 istnieje taka liczba 6, ze dla 0 < t < J jest

1
(31.2). Udowodniliémy wigc, ze z lim f(x) = k wynika lim f (;) = k.
X0 B x>0+

Gdy lim f <§> = k, to dla kazdej liczby & > 0 istnieje taka liczba

x—0+
8§ >0, ze dla 0 < t < § zachodzi (31.2). Przy takich oznaczeniach jak
poprzednio nieréwno$¢ 0 <t < & jest rOwnowazna z nierOwnoscia
x> d,, a nierébwnoéé (31.2) z nierownoscia (31.1). Zatem dla kazde;
liczby & > 0 istnieje taka liczba &,, ze dla x > 8, jest (31.1). Udowod-

x—-+0-+ x>0

niliSmy wiec, ze z lim f (i) =k wynika lim f(x) = k.
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PRZYKEAD.
1 2
T S S O S SRS e S
0 2X2—3x—1 x20+ 2 3 . so0+2—3x—%x2 2
2 %!

Przy obliczaniu granic w nieskonczono$ci mozna tez stosowac
twierdzenia 10.1 (str. 68), 11.1 i 11.2 (str. 70), w ktoérych wtedy pod
znakiem lim nalezy dopisa¢ wszedzie znak x — oo0. Dowody twierdzen
dla x — oo s3 takie same jak dla x —a+, nalezy w nich tylko zastapi¢
wyrazy ,na prawo od a” przez ,w nieskonczonosci®

lim <1—1>= 1-0=1.
x— X

Cwiczenia. Znalezé granice w nieskoniczonoéci dla funkcyj:

PrzYKLAD.

14+x 2 _ xP—x+1

=2 yeeg - .
YEI= yv x24+2 y x*+x+1

Podaé przyblizone wykresy tych funkcyj.

§ 32. Funkcje monotoniczne i ograniczone

Podstawowe znaczenie ma nastepujace

TWIERDZENIE 32.1. Jezeli funkcja f(x) jest monotoniczna i ograni-
czona w przedziale (a, o), to istnieje granica lim f(x).

Dowod. Oznaczmy przez Z zbior wartosci, jakie funkcja przyj-
muje w przedziale (a, c0). Z zalozenia zbior ten jest ograniczony, ma
wigc kres gorny K i kres dolny k. Do kazdej liczby & > 0 mozna
dobrac taka liczbe § z przedziatu (a, ), ze K—¢ < f(0) < K. Jezeli
funkcja jest niemalejaca, to dla x > & jest tym bardziej K—e <
< f(x) < K i w konsekwencji |f(x)— K| < ¢, co dowodzi, ze K jest
granica. -
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Jezeli funkcja jest nierosnaca, to kres dolny jest granica. Istotnie,
do kazdej liczby ¢ > 0 mozna dobraé taka liczbe 6 z przedziatu (a, ),
ze k < f(0) < k+¢; tym bardziej jest wiec |f(x)—k| <e¢ dla x> .

1 .
Na przyklad funkcja f(x) = 1—; przedstawiona na rysunku 43

jest rosnaca i ograniczona w przedziale (1, »oo) i ma w nieskoficzonosci
granice 1. , o
Inny przyktad (rys. 44) stanowi funkcja y = 1/[x], ktora mozna tez
okresli¢ rownosciami
1 .
fx)== dlan<x<n+l.
n

Jest ona nierosnaca, ograniczona i ma w nieskonczonosci granicg 0.

y
)]
1"—?_:‘::—“ e
o 1 1 w: 0 i x
y=1-% Y=g
Rys. 43 Rys. 44

Rozdzial 111

CIAGI I SZEREGI

§ 1. Pojecie ciagu

Funkcje, ktora jest okreslona na zbiorze liczb naturalnych, nazy-
wamy ciggiem nieskoriczonym. Wartosc¢ tej funkcji w punkcie n nazywa-
my n-tym wyrazem lub elementem ciqgu i oznaczamy przez

a,.

Jezeli na przykiad funkcje 1/x rozwazamy tylko dla naturalnych
wartosci x, to napiszemy

1
(L.1) a, = -

Ciag jest wigc w zasadzie funkcja i geometrycznie mozemy go
przedstawi¢ w postaci wykresu (rys. 45). Poniewaz jednak rozporza-
dzaniy tylko skonczonym kawalkiem papieru, wykres moze zawierac
tylko skonczona liczbe poczatkowych wyrazow ciagu.

Przy oznaczaniu ciagu litery a i n graja te sama role co f i x przy
oznaczaniu funkcji. Uzycie tych liter nie ma Zzadnego istotnego

A
ap

Rys. 45. Wykres ciagu «, = 1/n

e
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znaczenia, jest czysto konwencjonalne i w razie potrzeby moze by¢
zmienione.

Ciag podaje si¢ czesto, wypisujac kilka jego poczatkowych wyra-
z6w, na przyklad

111
12 25 35 ¢+~

? 2

Taki zapis ciagu jest sugestywny, ale nie jednoznaczny. Czytelnik domysla sig, ze
dalszymi wyrazami powyzszego ciagu beda liczby %, 4, 4, 4 i Ze chodzi tu o ciag
o ogdlnym wyrazie (1.1). Nie jest to jednak ani koniecznoscig logiczna, ani matematycz-
na, gdyz na przyklad ciag a,=(n*—6n+11)/6 ma réwniez poczatkowe wyrazy
1,1 1 ale dalsze wyrazy ma inne, mianowicie %, 1, %, 3, $.

Czesto autorzy uzywaja symbolu {a,} na oznaczenie ciagu, dla odroznienia ciagu
od jego n-tego wyrazu a,. Symbolika ta jest logicznie tak samo uzasadniona jak
oznaczenie funkgji symbolem {f(x)} dla odréznienia od jej wartosci f(x). W praktyce
wprowadzenie tych symboli jest na ogdl zbgdne (zob. rozdz. II, §2, str. 50).

§ 2. Funkcje schodkowe

Z punktéw przedstawiajacych wykres ciagu poprowadzmy w pra-
wo odcinki dligosci 1. W ten sposob otrzymamy wykres pewnej
funkcji majacy ksztatt schodkéw. Funkcje taka bedziemy nazywali
schodkowq. Na rysunku 46 podany jest wykres funkcji schodkowej,

fix)

0 1 3 4 5 x

2
flz)=1% dla n<x<n+1

otrzymanej z wykresu ciagu a, = 1/n. Jezeli a, = c, tzn. wszystkie
wyrazy ciagu sa jednakowe, to f(x) = ¢, tzn. odpowiednia funkcja
schodkowa jest stala.
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Analitycznie funkcjg schodkowa dla ciagu a, definiujemy wzorami
2.1 f(x)=a, dla n<x<n+l (n naturalne).

Taka funkcja schodkowa spetia dla kazdego x > 1 réwnos¢
2.2) fx)=fm dla n=I[x].

Wzér (2.2) przyporzadkowuje kazdemu ciagowi a, pewna funkcje
schodkowa okre§lona dla wszystkich x > 1. Przyporzadkowanie to
jest wzajemnie jednoznaczne, to znaczy kazdemu ciagowi odpowiada
§ciéle okre$lona funkcja schodkowa i, odwrotnie, kazdej funkcji
schodkowej rozwazanego typu odpowiada SciSle okreslony ciag.

Gdy mamy jeszcze drugi ciag b, i zwiazana z nim funkcje
schodkowa

2.3) g(x)=>b, dla n<x<n+l,

to z (2.1) i (2.3) wynika:
f(¥)+g(x) =a,+b,,

f(x)—g(x) = a,—b,,
fX)g(x)=a,b, dla n<x<n+l,

f(x)_ a,

: g(x) b, b % 9.
Zatem sumie, roéznicy, iloczynowi i ilorazowi i ilorazowi ciggow
odpowiadaja suma, roznica, iloczyn i iloraz funkcyj schodkowych.
Uzywajac jezyka algebry mozemy powiedzie¢, ze rozwazany zbior
funkcyj schodkowych jest izomoficzny ze zbiorem ciagow. Dzigki temu
izomorfizmowi wiele pojeé¢ i twierdzen dotyczacych funkcyj mozna
przenie$¢ bezposrednio na ciagi.

Mowimy, ze cigg a, ma granice k i piszemy

lim a, =k,

n—+w

gdy lim f(x) =k dla odpowiadajacej mu funkcji schodkowej f(x).

8 — Wstgp do analizy matematycznej
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Jest wiec ,.lg?o a, = jlglo S(x)=k. Jezeli ponadto lim b, =
= lg?o g(x) =1, gdzie g(x) jest funkcja schodkowa odpo“';i:lzajch
ciagowi b,, to zgodnie z powyzsza definicja jest
24 ' lim (a,+b,) = lim (f ) +g(x),

poniewaz sumie ciggdéw odpowiada suma odpowiednich funkcy;
schodkowych. Podobnie

(2.6) lim a,b, = lim f(x)g(x),
@.7) lim % = fim &,

n—’oobn x— 0 g(X)’

W ostatniej rownosci musimy dodatkowo zalozyé, ze lim b,=1#0,

a takze b, # 0, poniewaz zgodnie z definicja ciagu wszystkie jego
wyrazy maja by¢ okreslone.

Wezmy teraz pod uwage twierdzenie 10.1 z rozdziatu II (str. 68).
Jes’t ono prawdziwe dla x — oo, jak o tym méwilismy w §31 (str. 107).
Woéwcezas w twierdzeniu nalezy pod znakiem lim dopisa¢ wszedzie
X = 00. Dzigki réwnosciom (2.4), (2.5), (2.6) i (2.7) omawiane twier-
dzenie przechodzi w analogiczne twierdzenie o ciagach:

TwIERDZENIE 2.1 (0 dzialaniach arytmetycznych na cia-
gach). Jezeli lima, =k i limb, =1, to

n-* o n—w

@ lim (a,+b,) = k+1,

n—=ow

dn)  lim (a,—b,) = k—1I,
{x  lim a,b, = ki;

n—*o

jezeli ponadto b, #0 i 1 #0, to
a, k
V)  lim "=
(Iv) lim 5

n—+o n l.
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Ciag a, = 1/n ma granice 0, poniewaz odpowiadajaca mu funkcja
schodkowa f(x) = 1/[x] ma w nieskoriczonoéci granice 0. Ciag
o wyrazach jednakowych a, = ¢ ma granicg ¢, gdyz odpowiadajaca mu
funkcja schodkowa f(x) = c jest stala i ma w nieskoficzonosci granice
c. Stosujac twierdzenie 2.1, mozemy latwo oblicza¢ granice innych
ciagow, na przyktad

1

limi2= lim—~-=0-0=0,
n—oo N n>oocl N

2 1
lim (3——2> = lim (3——2—5) =3-2-0=3.
n— o n n— oo n
Za posrednictwem funkcyj schodkowych przenosza si¢ tez na ciagi

twierdzenia 11.1 i 11.2 z rozdziatu II (str. 70) i przyjmuja nastgpujaca
postac: P

TWIERDZENIE 2.2 (0 zachowaniu nieréwnosci). Gdy a,<b,

i ima,=k, limb,=1 to k<l
n—w n—+ow

TWIERDZENIE 2.3 (0 trzech ciagach). Gdy a,<b,<c, oraz
lim a, = k, lim ¢, = k to réwniez lim b, = k.

Podobnie jak granica, tak niektore inne pojecia daja si¢ przenies¢
z funkcyj na ciagi. Mowimy na przyktad, ze ciag b, jest ograniczony,
gdy odpowiadajaca mu funkcja schodkowa jest ograniczona czyli, co
na jedno wychodzi, gdy istnieje taka liczba M, ze |b,| < M dla
wszystkich wyrazow ciagu. :

TWIERDZENIE 2.4, Jezeli lim a, =0 i cigg b, jest ogramiczony, to
lim a,b, = 0. S
n-—* oo

Dowod. Gdy f(x) i g(x) sa funkcjami schodkowymi odpowiadaja-
cymi ciagom a, i b,, to lim f(x) =0, a funkcja g(x) jest ograniczona.

X0

Wobec tego lim f(x)g(x) = 0 (zgodnie z (8.1), str. 62) i w konsekwencji

lim a,b,=0.,

n—+o
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§ 3. Bezposrednia definicja granicy ciagu

Granicg ciagu okresliliSmy posrednio przez granice funkcji schod-
‘kowej. Jest to pozyteczne o tyle, ze wigze teorig ciagéw z teorig funkcyj
i pozwala latwo przenie$¢ na ciagi pewne twierdzenia o funkcjach.
Wazna jest takze bezposrednia definicja granicy ciagu:

Mowimy, ze ciqg a, ma granice k i piszemy lim a, = k, gdy dla

n—+ow

kazdej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba 8, ze dla n > J jest |a,— k| < e.
Zamiast cigg ma granice k mowi si¢ czesto ciqg jest zbiezny do k.
Latwo wykaza¢ rownowaznos$¢ tej definicji z poprzednia. Gdy

mianowicie ciag a, jest zbiezny wedlug nowej definicji, to wobec (2.1)

jest |f(x)—kl<e dla x> d+1, jest wiec zbiezny wedlug dawnej

definicji. Odwrotnie, gdy | f(x)—k| < & dla x > 4, to z (2.1) wynika, ze
la,—k| < e dla n> 5. Robwnowazno$¢ jest wiec dowiedziona.
Na przyklad ciag a, = 1/n jest zbiezny do zera, bo dla kazdej liczby

& > 0 mozna dobrac¢ taka liczbg J, mianowicie § = 1/, Ze z nierébwno-

$ci n > 1/¢ wynika |1/n—-0] < &.

Natomiast ciag a, = n nie jest zbiezny, bo jakiekolwiek wezmiemy
liczby k, ¢ i 6, to zawsze istnieja liczby naturalne n > 4, dla ktoérych

In—kl > e

TwIERDZENIE 3.1. Jezeli funkcja h(x) jest okreslona dla x =1

i lim h(x) =k, to dla ciggu a, = h(n) jest réwniez lim a, = k.
X0 n—>oo

Dowdd. Dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba é > 0, ze dla
x > 0 jest |h(x)—k| < e W szczegllnosci dla naturalnych n > § jest
|h(n)—k| < &, czyli |a,—k| <¢&, co dowodzi twierdzenia.

To proste twierdzenie znajduje czgste zastosowania, pozwala
bowiem obliczanie granicy ciggu zastapi¢ obliczaniem granicy funkcji
(nickoniecznie schodkowej). Wiemy na przyklad, ze

lim _X-2x _1

xX—+ 0 2x2—3x—1 2’
stad wynika, ze

lim _n-2n !

nsw2n?—3n—1 2
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TwierDZENE 3.2. Kazdy ciag zbieiny jest ograniczony.

Dowod. Ustalamy sobie dowolnie liczbg ¢ > 0. Jezeli ciag a, ma
granice k, to istnieje taka liczba J, ze la,—k| < ¢ dla n> fﬁ..Stqd
k—e<a, <k+eila,) < |k|+&dlan> 3. Zbiér liczb a, 0 wskaznikach
n < 8 jest skonczony i wobec tego ograniczony: |a,| < M, dla n.s 0.
Jezeli przez M oznaczymy wigksza z liczb |k|+e¢ iM,,to bgfizwmy
mieli |a,| < M dla wszystkich naturalnych n. Ciag a, jest ograniczony.

TWIERDZENIE 3.3. Jezeli lim|a,| =0, to lim g, =0.
n—rw n—*w
Do w 6d. Twierdzenie wynika natychmiast z bezposredniej definicji
granicy ciagu.

§ 4. Ciagi monotoniczne

Ciag a, nazywamy nierosnqgcym dla n > ny (1o liczba naturalna),
gdy dla liczb naturalnych n>n, jest a,2> d,4 - Nazywamy go
niemalejqcym dla n > n,, gdy dla naturalnych n > n, jest a, SLTSY
Ciagi nierosngce i niemalejace obejmujemy wspolna nazwa ciagow
monotonicznych. _

Przez indukcje matematyczng wynika, ze dla ny <n; < n, jest
a,, = a,, W przypadku ciagu nierosnacego, a Gy, < dp, W przypadku
ciagu niemalejacego. Niech x, i x, beda dowolnyml.hczbaml spel-
niajacymi nieréwnosci n, < x; < x,. Gdy ny = [x.] i n, =[x,], to
n, <n, i dla odpowiedniej funkcji schodkowej mamy wobec (2.2)

fx)=a, 1 [fx))=a,

Zatem  f(x,) = f(x,) w przypadku ciagu nieroangegp,
a f(x,) < f(x,) w przypadku ciagu niemalejacego. To doyvodm, ze
funkcja schodkowa odpowiadajaca ciagowi jest dla x > no nierosnaca,
gdy ciag jest nierosnacy, a niemalejaca, gdy ciag jest nlerqalejacy.

Wobec tego twierdzenie 32.1 z rozdziatu II (str. 109) mozemy dla
ciagéw sformutowal w nastgpujacej postaci:

TwiERDZENIE 4.1. Kazdy cigg ograniczony i monotoniczny dla
n = n, jest zbiezny.
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Ciag nazywamy rosngcym dla n > n,, gdy dla n > ny jest a, <

< a,4+1. Nazywamy go malejqcym dla n>ny, gdy dla n > n, jest

@, > a,4y. Ciagi rosnace i malejace sa oczywiscie monotoniczne.

(Funkc;e schodkowe odpowiadajace tym ciagom nie sa rosngce ani
malejace, gdyz sa stale w przedzialach (n, n+1)).

§5. Ciagi wybrane

Gdy w ciagu skreslimy dowolne wyrazy tak, zeby pozostalo j jeszcze
nieskoriczenie wiele wyrazow, to ciag utworzony z pozostatych wyra-
zOw nazywamy ciggiem wybranym. Tg intuicyjna definicje precyzujemy
W nastgpujacy sposob:

Jezeli dany jest ciag a, i dowolny ciag r, rosnacy (dla n > 1) liczb
naturalnych, to ciag b, = a, nazywamy ciqgiem wybranym z a,.

Przyktadami ciggdw wybranych Z a, sa ciagi

bn = a2m cn = a2n—19 dn = am+m
gdzie m jest ustalona liczba naturalna.

TwIERDZENIE 5.1 (0 ciagach wybranych). Cigg wybrany z ciggu
zbieznego jest réwniez zbieiny i ma te samq granice.

Dowod. Przypusémy, ze ciag a, ma granice k i ze b, = a,, jest
ciagiem wybranym. Dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie &, ze !a ——kl <eg
dla n> 4. Poniewaz r, > n (co latwo sprawdzamy przez indukgcje),
wigc tym bardziej jest |a, —k| <e dla n> 4, czyli |b,—k| <&, co
dowodzi twierdzenia.

§6. Ciag geometryczny

Ciag a, = ¢" nazywamy geometrycznym. Przykladem takiego cia-
gu jest ciag

RS S

TWIERDZENIE 6.1. Jezeli |g| < 1, to lim ¢" = 0.

n-*oo
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Dowdd. Gdy 0 < g < 1, to ciag ¢" jest nierosnacy i ograniczony,
jest wigc zbiezny do pewnej granicy k na podstawie twierdzenia 4.1.
Z réwnosci qq¢" = ¢"*! mamy w granicy

gk =k,

poniewaz ciag q"**! jest wybrany z ¢". Stad (q—1)k=01i k=0, bo
q—1 # 0. Twierdzenie jest wigc dowiedzione w przypadku 0 < q < 1.

Gdy —1 < g <0, to w kazdym razie ciag |g|" jest zbiezny do zera,
bo 0 < |g| < 1. Stad wynika zbieznos$¢ ciggu ¢" na podstawie twier-
dzenia 3.3, bo |g"| = |q|".

§7. Szereg geometryczny
Rozwazmy ciag s, zdefiniowany indukcyjnie wzorami

7.1) s; =1, Sp+1=8,+x" dla naturalnych m

(x jest dowolnie ustalona liczba). Jest na przyklad

5, = 14x,
s=1+x+x2

i ogoblnie

(7.2) Sme1 = 1+x+ ... +x™

Ostatni symbol ma przejrzysty sens intuicyjny, ale w istocie jego $cista
definicje stanowia rownosci (7.1).
Ciag s, nazywamy szeregiem geomelrycznym.

TwierDZENIE 7.1. Gdy |x| <1, to przy oznaczeniach (7.1) jest
lim s, = 1/(1 —x), co piszemy tez

1

T4+x+x*+...=—01
1—x

Dowod. Udowodnimy przez indukcje, ze

(7.3) “ (1—x)s, =1—x"
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dla m naturalnych. Zachodzi to dlam =1, bo s, = 1. Przypusémy, ze
dla pewnego naturalnego p jest
. (1—x)s, =1—x?.
Wtedy na podstawie (7.1) jest
(1=X)sp41 = (1=x)(s,+x7) = (1 —x)s, +XP —x?* ! =
= (1—xP)+xP—xP+l =1 —xP*L,

Wzér (7.3) jest wigc udowodniony przez indukcje. Dzielac go przez
1—x, mamy dla x # 1

(7.4) s, =

Gdy |x} < 1, to na podstawie twierdzenia 6.1 mamy lims,, = 1/(1—x),
co nalezalo udowodnié.

Twierdzenie 7.1 mozna prosto zilustrowaé geometrycznie. Z rysun-
ku 47 wida¢, ze trojkaty AOB i CBD sa podobne, skad wynika
AO/BA = BC/CD, czyli

1+x+x2+...__ 1
1 T 1—x

Rys. 47

§ 8. Ogolne ‘pojecie szeregu

Szereg geometryczny powstaje z ciagu geometrycznego przez
utworzenie sum s, okreslonych wzorami (7.1). Podobnie z kazdego
ciagu a, mozna utworzy¢ szereg s,, okreslajac go wzorami

8.1 8i =8y, Sm+1=S5,+an+; dla m naturalnych.
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Jest wtedy
S, =4, +a,,
S3 =4a,+a,+a,,
Sg=a;+a,+as+a,
1 ogodlnie
(8.2) S, =a,+...+a,.

Podobnie jak w przypadku szeregu geometrycznego $cista definicje
symbolu (8.2) stanowia wzory (8.1).

Gdy a, = 1/(n(n+1)), to latwo mozna wykazaé przez indukcje, ze
s, = 1—1/(n+1). W tym przypadku poczatkowymi wyrazami ciagu a,
sa liczby

(8.3)

co wida¢ z réwnosci s, = 1—1/(n+1). '
Takze szereg geometryczny mozna wobec wzoru (7.4) napisac
w postaci ciagu

Nie tylko z kazdego ciggu mozZna utworzy¢ szereg, ktory jest
nowym ciagiem okre$lonym wzorami (8.1), ale i odwrotnie, kazdy
zupelnie dowolny ciag s, moze by¢é uwazany za szereg utworzony
z odpowiednio dobranego ciagu a,. Wystarczy przyjac

(8.5) a, =58;," Guyi=Sm+1—S, dla m naturalnych.
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Zwiazki (8.1) i (8.5) sa najzupeliniej rOwnowazne, to znaczy z (8.1)
wynika (8.5) i odwrotnie.
_Istotna cecha teorii szeregow jest to, Ze rozwaza si¢ zawsze dwa
ciagi: moéwiac o szeregu a,+a,+as+ ... myslimy o ciagu

(8.6) a17 aZa a3’ .
i jednoczesnie o ciagu
(8.7) 81, 85, S3, -

Zwykle zagadnienie polega na tym, ze znamy wyrazy ciagu (8.6) lub
wiemy co§ o ich wlasno$ciach, a szukamy granicy ciagu (8.7) lub
chcemy wiedzie¢, czy ona istnieje.

Wyrazy ciagu (8.6) nazywamy wyrazami rozwazanego szeregu
a,+a,+a;+ ... Wyrazy ciagu (8.7) nazywamy sumami czesciowymi
tego szeregu. Granicg s (jezeli istnieje) ciagu (8.7) nazywamy sumq
Szeregu i piszemy

(8.8) a1+a2+a3+-..=s.

Suma szeregu jest wiec granica ciagu jego sum czgSciowych.
Na przykiad

NN

1-2°2-3'3:4 o
oniewaz w tym przypadku s —Li limL—l
P ym przyp "Tn+l pswon+l

Forma réownoéci (8.8) ma przejrzysty sens intuicyjny; mozna sobie
wyobrazié, ze dodajac kolejno nieskonczenie wiele liczb a,, a,, a5 itd.
otrzymamy liczbg s.

TwIERDZENIE 8.1. Jezeli szereg a,+a,+as+ ... jest zbieiny, to
lim a, = 0.

n—*o0

Dowod. Ze zbieinoéci szeregu wynika, ze dla kazdej liczby ¢ > 0
istnieje taka liczba 6, ze dla n > J jest

s,—s| < %e.
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Nieréwnoéé ta jest tym bardziej spelniona dla n > d+1; wtedy jest
jednoczesnie

lsn—l—sl < %8-

Stad |a,| = [, —Sp—1| < |5, —5|+lsu-1—5| <}e+3e=¢ dla n>d+1,
co dowodzi twierdzenia.

Twierdzenie powyzsze moOwi, ze ze zbieznosci ciagu (8.7) wynika
zbieznosé ciagu (8.6). Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, nawet
gdy ciag (8.6) jest zbiezny do zera; przyklad na to podamy w §19
rozdzialu IV (str. 245).

§9. Uzycie symbolu sumy

Sumy czesciowe s,, okre§lone wzorami (8.1), pisze si¢ czgsto
w postaci

m
Sp= 2, Uy
n=1

o0

Szereg a, +a,+a,+ ... oznaczamy tez symbolem ) a,, a réwnos¢
(8.8) piszemy w postaci =t

@
Symbol Y a, jest wigc uzywany zaréwno dla oznaczenia samego
n=1

szereguy, jak i jego sumy. Ta niekonsekwencja, uswigcona tradycja, jest
nieszkodliwa, gdyz z kontekstu zawsze wynika, czy w danym przypad-
ku chodzi o szereg, czy mowa jest o jego sumie, na przyklad ,szereg
Y a, jest zbiezny“ lub , ) a, < 1%

n=1 n=1

[=o]
TWIERDZENIE 9.1. Jezeli szereg Y, a, jest zbieiny, to dla kaZdej
n=1

liczby c jest

.1)
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Twierdzenie to nalezy tak rozumieé, ze jezeli wszystkie wyrazy
szeregu zbieznego pomnozymy przez te¢ sama liczbg, to otrzymamy
znowu szereg zbiezny, ktorego suma jest rOwna 1loczynow1 tej liczby
przez sume danego szeregu. R6wnos¢ (9.1) mozna tez napisa¢ w postaci

ca, +ca,+cas+ ... =c(a;+a,+az+...).

Dowé6d. Przez latwa indukcje wynika
Y ca,=c) a,
n=1 n=1
Stad po przejéciu do granicy otrzymujemy réwnos¢ (9.1).

[>4] o
TWIERDZENIE 9.2. Jezeli szeregi ), a, i Y b, sq zbieine, to

n=1 n=1

(9.2) Y (a,+b)= Y ay+ ) b,
n=1 n=1 n=1

Dowod. Niech r,, s, i t, oznaczaja odpowiednio sumy czgsciowe
szeregow wystepujacych w rownosci (9.2). Przez indukcje mamy
r, = s,+t,, co w granicy daje réwnos¢ (9.2).

§10. Twiedzenie o poréwnywaniu szeregow

Nie kazdy szereg ma sume¢. Na przyklad szereg 1+1+1+...,
ktdrego wszystkie wyrazy sa rowne 1, ma sumy czeSciowe s, =1,
a granica lim n nie istnieje.

n—

Szeregi, ktore maja sume, nazywamy zbieznymi. Dowod, ze jakis
szereg jest zbiezny, mozna czgsto przeprowadzi¢ wygodnie przez
pordéwnanie z innym szeregiem, o ktorym wiemy, ze jest zbiezny. Stuzy
ku temu nastgpujace

TwiERDZENIE 10.1 (0 poréwnywaniu szeregow). Jezeli
o0

[e.e]
la| < b, i szereg Y b, jest zbiezny, to szereg ), a, jest takze zbieiny;
n=1 w n=1
przy tym zachodzi nieréwnosé |y a,| < Y. b,
n=1

n=1
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Dowé6d. Niech p, bedzie ciagiem, ktory otrzymamy z ciagu a,,
zastepujac w nim wszystkie wyrazy ujemne przez 0. Podobnie, niech g,
bedzie ciagiem, ktory otrzymamy z ciagu a,, zastgpujac w nim
wszystkie wyrazy dodatnie przez O i biorac pozostale ze znakiem
przeciwnym. A wigc

_fa,, gdy a,20, _j-a, gy a,<0,
Pn=1o0, gdy a,<0; " |0, gdy a,>0.

Przy tych oznaczeniach jest

(10.1) = Pp—qn-
Ponadto, wobec zalozenia ]a| b, mamy nieréwnosci
(10.2) 0<p,<b, i 0<gq,<bh,

Jezeli przez s, t,,, U, 10, 0znaczymy odpowiednio sumy czgéciowe
SZeregow

Z an’ Z bn’ z pn 1 Z qn,

n=1 n=1 n=1 n=1
to z (10.1) i (10.2) przez indukcj¢ wynikaja zwiazki
(10.3) Sp=Up—Vy O0<u,<t, 1 0<v,<t,

Poniewaz z zaloZenia ciag t, jest zbiezny, wigc na podstawie
twierdzenia 3.2 (str. 117) istnieje taka liczba M, ze t,, < M. Wobec
tego tez
<M i 0<vo,<M.

Poniewaz tp 41 = Uy +Dpa1 1 Um+1 = U+ dm+1, WicC ciagi u, i v, sa

niemalejace i, jako ograniczone, maja granice. Wobec pierwszej

z rownosci (10.3) wynika stad, ze takze ciag s, ma granicg, czyli ze
[eo]

szereg . a, jest zbiezny.
n=1
Ponadto z nieréwnoéci (10.3) mamy —t¢,, < s, < t,, 1 po przejsciu
o

o0 [ve]
do granicy — Y. 4, < Y, a, < ), b,, co uzupenia dowod twierdzenia.

n=1 n=1 n=1
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§ 11. Przyblizenia dziesigtne

Niech o, &y, &3, ... bedzie dowolnym ciagiem cyfr, to znaczy
ciagiem, ktorego kazdy wyraz «, jest rowny jednej z liczb 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 lub 9.

Z twierdzenia o poréwnywaniu szeregdbw wynika, ze szereg

@0

(11.1) A=} o)

n=1

jest zawsze zbieiny, poniewaz

0 < 0, (75)" < 9

Y 9(F)" = 9(He) +9(0)* +9Ho)* + ... = 16" T=17m0 = 1.
n=1

W praktyce liczbe A przedstawiamy, piszac obol_c si.ebie' poczat-
kowe cyfry ciagu «, o5, &3, ... i poprzedzajac je przec?lnklem i cyfr.q -0,
np. 0,5772. Taki symbol na ogét nie charakteryzuje.: liczby calkowicie,
gdyz nie sa w nim uwzglednione wszystkie WYyrazy ciggu oy, 0y, 3, .-+
przypisujemy mu natomiast warto$¢ innej, nie wiele rozniacej si¢

od A, liczby

m

Am = Z a”(_l%)n,

n=1

gdzie m jest liczba napisanych po przecinku cyfr. W naszym wigc
przykladzie jest

0,5772 = 5(o) +7(F%)* +7(6)* +2()".
Udowodnimy ogolnie, ze

(112) A, <A< A+

Istotnie, poniewaz ciag 4, jest rosnacy, wigc 4, < 4. Dla udo-
wodnienia drugiej czesci nieréwnosci (11.2) rozwazamy przy ustalo-
nym m szereg

B = Z am+n(—1_l(_)_)n
n=1

-
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1 jego sumy czgSciowe B,. Z definicji sum czeéciowych wynika, ze
Am+1 = A,+(5)"B, i ogblnie przez indukcie An., = A4,,+(%)"B,.
Stad dla n— o0 mamy w granjcy 4 = A4,,+(%)"B < 4,,+(i%)™ na
podstawie twierdzenia o poréwnywaniu szeregow.
Dla przyktadu rozwazmy jeszcze przypadek, gdy wszystkie cyfry o,
o0

sa rowne 2. Wtedy 4 = ) 2(H)" = 3%-1—_41-,1—0 =$%. Dla m = 5 mamy
n=1

As S A< As+(3h)°, czyli
0,22222 < % < 0,22222 +(%)°.
Zamiast takich nierdwno$ci piszemy czesto
%~ 0,22222.

Liczbe 0,22222 nazywamy przyblizeniem dziesigtnym liczby % z doklad-
noscia do piatego miejsca po przecinku.

Ogolnie, gdy znamy m poczatkowych cyfr ciagu ay, a,, o5, ... , to
zamiast A4, piszemy zero, przecinek, a nastgpnie wszystkie m cyfr.
Napisany symbol nazywamy przyblizeniem dziesigtnym liczby 4 (z
dokladnoscia do m cyfr po przecinku) i wyrazamy to, piszac znak

~ migdzy A i tym symbolem.
m

Podobnie zamiast sumy ) f,10" (oznaczajacej sume fB,+
n=0

+ Y. B,10", gdzie B, sa cyframi, wypisujemy kolejno wszystkie cyfry
n=1

B, poczynajac od B, i konczac na fB,, np.

4

Y 3-10" = 3333,

n=0
Symbol w rodzaju 278,3023 oznacza liczbe 278+0,3023 i podobnie
ogolnie. Ten sposdb pisania jest tak dobrze znany, ze blizszych
wyjasnien nie wymaga.

Wreszcie symbol
A =~ 278,3023

oznacza, 7e liczba A jest w przyblizeniu réwna 278,3023. Co to znaczy
w przyblizeniu, tego na ogdl wyraznie si¢ nie precyzuje. W tej
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ksiazce przyjmujemy umowe, ze oznacza to 2783023< A4 <
< 278,3023 +(15)* Liczba A jest wtedy niemniejsza od liczby przy-
blizajacej, ale niewigksza od tej liczby zwigkszonej o (Fo)", gdzie m jest
liczba cyfr po przecinku.

Pojecie przyblizenia mozna by tez w inny sposéb sprecyzowac.
Teoria dziatan na liczbach przyblizonych nalezy do odrgbnego dzia-
hi matematyki, zwanego analiza numeryczna lub metodami nume-
rycznymi.

§12. Szeregi potegowe

Suma szeregu geometrycznego 1-+x+x*+ ... zalezy od x. Jest
wigc funkcja okre§long w przedziale (—1, +1)

(12.1) f(x)=14+x+x*+...,

gdyz dla kazdego x z tego przedziatu szereg jest zbiezny.
Szereg geometryczny jest przykladem szeregu potggowego. Oto
inny przyklad szeregu potggowego:

2 3

X X X
(12.2) *1"——2—+~3T— cees

jest on rowniez zbiezny w przedziale (—1, +1), poniewaz moduly jego

wyrazow sa mniejsze od wyrazow szeregu zbieznego el 4+ e 2+ [xP + ...
Ogolnie szeregiem putegowym nazywamy kazdy szereg

(12.3) ag+a;x+ax*+ ...,

w ktérym wspdlczynniki ag, a4, a,, ... sa ustalonymi liczbami. Za-

miast (12.3) mozna napisac

o0 o0
ap+ Y a,x" albo krocej ), a,x";
n=1 n=0

w szczegbdlnosci wigc szeregom (12.1) i (12.2) mozna nadaé postac

n

an i Z(—l)"+1x—.
n=90 n=1 n
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Szeregi potggowe graja w analizie bardzo wazna rolg, poniewaz
pozwalaja wprowadzi¢ wiele nowych funkcyj o podstawowym znacze-
niu. Na przyklad szereg (12.2) jest zwiazany z funkcja logarytm.

Dla szeregéw potegowych rozpatrzymy kolejno nastgpujace zagad-
nienia:

1° Dla jakich warto$ci x szereg jest zbiezny? Innymi stowy:
w jakim zbiorze jest okre§lona funkcja przedstawiona przez dany
szereg?

2° Czy funkcja ta jest ciagla?

3° Czy jest rozniczkowalna i jak oblicza si¢ jej pochodna?

§13. Promief zbieznosci i przedzial zbieznosSci

Jezeli dla pewnej liczby dodatniej k szereg

(13.1) o agtaktak*+ ...

jest zbiezny, to szereg (12.3) jest zbieiny dla |x| < k.
Istotnie, na podstawie twierdzenia 8.1 (str. 122) jest wtedy
lim g k" = 0, a stad wynika, ze |a,k" < M dla pewnego M. Jesli wigc

Ix| < k. to moduly wyrazow szeregu (12.3) lub, co na jedno wychodzi,
szeregu ’

2
(13.2) do+ak a3 + ...
k k
sa niewicksze od wyrazéw szeregu zbieznego
2
(13.3) M+M%+M<%> + ... :

Zatem szereg (13.2) i tym samym szereg (12.3) jest zbiezny.

Jezeli zbior liczb x, dla ktérych szereg (12.3) jest zbiezny, jest
ograniczony, to kres gorny tego zbioru nazywamy promieniem zbiezno-
dci; oznaczmy go przez r. Przedzial (—r, r) nazywamy przedzialem
zbieznosci. Gdy x nalezy do tego przedziatu, to istnieje taka liczba k, ze
x| < k < rf szereg (13.1) jest zbiezny; z twierdzenia o porownywaniu
szeregdw wynika, ze wtedy szereg (12.3) jest zbiezny. Zatem szereg

9 — Wstep do analizy matematycznej
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potegowy jest zbieiny wewnqirz przedzialu zbieinoici. Co wiecej,
w przedziale tym jest zbiezny takze szereg

|al -+ lay| x| +lagllx|* + ...

Fakt ten wyrazamy mowiac, ze szereg potegowy jest bezwzglednie
zbiezny wewnatrz przedziatu zbieznosci.

Szereg potegowy nie jest zbiezny poza przedzialem zbieznosci; gdyby
bowiem byt zbiezny dla pewnej liczby x poza tym przedzialem, to
byloby [x| > r, co przeczy definicji kresu r.

Na konicach przedziatu zbieznosci, to znaczy dla x = —rlubx =7,
moze si¢ zdarzyé, ze szereg jest zbiezny lub rozbiezny. Sprawe te
omowimy blizej w § 18 rozdzialu IV.

Jezeli zbior liczb x, dla ktorych szereg (12.3) jest zbiezny, nie jest
ograniczony, to méwimy, ze promiefi zbieznosci jest nieskonczony
i piszemy r = co. Wtedy szereg jest zbiezny dla kazdej wartosci
x i przedstawia funkcje okreSlona w przedziale nieskoficzonym
(— o0, o). Moze sig¢ wreszcie zdarzy¢, ze szereg (12.3) jest zbiezny tylko
dla x =0. Wtedy r =0 i funkcja przedstawiona tym szeregiem ma
okreslona warto$¢ (rowna a,) tylko w punkcie x = 0.

Szereg (12.1) ma promien zbieznosci 1. Przyktady szeregow o pro-
mieniu zbieznoéci 0 lub oo podamy poznie;.

§ 14. Ciagi funkcyjne

Ciggiem funkcyjnym nazywamy ciag f,, ktorego wyrazy sa funk-
cjami okreslonymi w pewnym wspdlnym przedziale (a, b), lub Scislej,
méwimy o ciagu funkcyjnym wtedy, gdy kazdej liczbie naturalne;
przyporzadkowana jest pewna funkcja f, okreslona w danym prze-
dziale (a, b). Ciag funkcyjny f, okresla w kazdym punkcie x przedzialu
(a, b) ciag liczbowy f,(x). Gdy dla kazdego punktu x tego przedziatu
istnieje granica ciagu liczbowego f,(x), to mozemy wtedy okreslic
nowa funkcje f za pomoca wzoru f(x)= lim f(x) dla a <x <b.

Méwimy wtedy, ze ciag funkcyjny f, jest zbiezny do funkcji f.
Tego rodzaju zbiezno$¢ ma niewielkie znaczenie w analizie. Nato-
miast podstawowe znaczenie ma pojecie zbieznosci jednostajnej.
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§15. Zbiezno$¢ jednostajna

Moéwimy, ze ciag funkcyjny f, jest w przedziale (a, b) zbiezny
jednostajnie do funkcji f, jezeli istnieje taki ciag liczb nieujemnych ¢,,
ze lim e, =0 oraz dla wszystkich n naturalnych i dla wszystkich

x z przedzialu (a, b) zachodzi niero6wnosé |f,(x)—f (x)| < e,. Piszemy
wtedy f,3f w (a, b). _ _
Wobec twierdzenia 3.3 jest wtedy lim (f,(x)—f(x)) =0, czyli

lim f,(x) = f(x) dla kazdego x z przedziatu (a, b). Zatem kazdy

cigg zbiezny jednostajnie w przedziale (a, b) jest w tym przedziale
zZbiezny.

Ciag f,(x) = x" jest zbiezny do 0 jednostajnie w przedziale (0, h,
poniewaz w tym przedziale jest |x"—0| < @y, a ciag ¢, = ()" jest
zbiezny do zera (rys. 48). Ciag f, jest zbiezny do 0 réwniez w przedziale

o .
g
1

—

0l x

Rys. 48. Ciag funkcyjny f,(x)=x"

(0, 1), zgodnie z twierdzeniem 6.1. Jednakze nie jest w nim zbiezny
jednostajnie, bo kazda z funkcyj tego ciagu ma w punkcie 1 granice
lewostronna 1 i wobec tego najmniejsza liczba &, taka, ze nierOWnosc
|x"—0| < &, jest spetniona w calym przedziale (0, 1), jest liczba &, = 1.
zZ przykladu§tego wynika, ze nie kazdy ciag zbiezny jest zbiezny
jednostajnie.
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TWIERDZENIE 15.1. Jezeli w (a, b) jest £,3f i g,3g, to
Lt 8.3 [+,
fi— 9.3 9.

Dowéd. Z zalozenia istnieja ciagi liczb nieujemnych ¢, i n,, zbiezne
do zera i takie, ze |f,(x)—f (x)| < &, i lg,(x)—g(x)| < #n,. Wobec tego
(£,%) + g, 0) = (f () + g ()| < &+ 11y
|(f,3) = guX) = (f () = g ()| < &+

co dowodzi twierdzenia, gdyz ciagi po prawej stronie sg zbiezne do zera.

Analogiczne twierdzenia mozna by — przy zachowaniu pewnych
ostroznoéci — sformulowaé dla iloczynu i ilorazu, ale nie beda one
nam w dalszym ciagu potrzebne.

Ciag funkeyj stalych f,(x) = ¢ jest zbiezny jednostajnie, gdyz dla
kazdego ciagu liczb nieujemnych e, jest |f,(x)—c|=0<zg,. Stad
wynika, wobec twierdzenia 15.1, Ze jezeli ciag g, jest zbiezny jedno-
stajnie, to ciag c+g, jest rowniez zbiezny jednostajnie.

TWIERDZENIE 15.2. Jezeli ciag f, jest zbieiny do f jednostajnie
w przedziale (a, b) i jezeli wszystkie funkcje f, sq ciqgle w (a, b), to f jest
réwniez funkcja ciaglq w (a, b).

Dowdd. Z rownosci f(x)—f(xo) = f(%)—f, (%) +£,(x)=f,(x0) +
+f(x0)—f (o) wynika

|f () —f (ol < 1 (0) =1 Co)l 1 £ 0) =Sl + [ S (o) —f (o)l

Wobec zbieznoséci jednostajnej ciagu jest dla x i x, z przedziatu (a, b)

Lf (o) —f (xo)l < & +1X) = (o)l + 805

gdzie &, jest ciagiem liczb nieujemnych dazacych do zera.
Dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taki wskaznik ng, ze ¢, < Le
i w konsekwencji °

|f (%) —f (Xl < 3e+1£, () =Sy (Xo)l-

Poniewaz funkcja f,,O jest ciagla, wiec istnieje taka liczba & >0,
ze dla |x—xo| <& jest |f (X)—Sf,(xoll <ie. Wobec tego dla
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|x—xo] < & jest
Lf () —f (xo)l <&

Zatem funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie x, przedziatu (a, b).

§16. Symbol sumy z dowolnymi granicami sumowania

m -]
W §9 omowilismy znaczenie symboli Y i Y. . Jak widzieliSmy,
n=1 n=1 ‘
w teorii szeregdw potggowych wygodniej jest sumowanie zaczyna¢ od
wskaznika n=0. Ogolnie mozna wprowadzi¢ symbol sumowania
w dowolnych granicach
k+m

DI

n=k+1
oznacza on sume liczb a, o wskaznikach calkowitych n, poczawszy od
n = k+1 az do n = k+m; wskazniki graniczne k+1 i k+m moga by¢
zupelnie dowolnymi liczbami calkowitymi, byle byt spetniony warunek
k+1 < k+m. Dla oznaczenia takiej sumy czgsto jest uzywany bardziej
do intuicji przemawiajacy symbol

Ape1t .o T 0ktm-

Scista definicja tych symboli musi by¢ indukcyjna, albo tez mozna ja
oprze¢ na poprzednio juz zdefiniowanym (indukcyjnie) symbolu Y a,
n=1

Dla wygody wybierzemy ten drugi sposob, przyjmujac, ze

k+m m
Y a,= Y &s+n (k calkowite, m naturalne).
n=k+1 n=1

Zgodnie z ta definicja jest np. dla k= -1
0 1 2
Y a, =49, ), =00+ a, = ag+a;+a,.
n=0 n=0 h=0.

Podobnie przyjmujemy definicje

$ @ (oo}

Y a,= ) trn  (k calkowite).
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W szczegolnosci dla k = —1 mamy §17. O zbieihoéci jednostajnej szeregéw potegowych
0 a0
Ya, =3 ay-1=ap+a;+a,+..., Szel:eg potegowy nazywamy 'zl?iez'nym jednostanie w przedz.ia!e
n=0 n=1 (a, b), jezeli ciag jego sum czeSciowych jest zbiezny jednostajnie
o © L w (a, b)
a,x"= > a,_x"" ' =a,+a,x+a,x*+ ...
,,go " ,,;1 ! ot d X+ ax"+ TWIERDZENIE 17.1. Szereg potegowy jest zbiezny jednostajnie w kaz-

Udowodnimy, ze jezeli ktorykolwiek z szeregow dym przedziale (—b, b), ktérego kovice lezq wewnqtrz przedzialu zbiez-

T

nosci.
o0 4] .

(16.1) > a, lub ) a, (g naturalne) Dowdd. Jezeli liczby —b i b leza wewnatrz przedziatu zbieznosci,

n=k+1 n=k+q+1 to istnieje liczba k > 0 lezaca poza (—b, b), lecz wewnatrz przedziatu
jest zbiezny, to drugi tez jest zbiezny i jest spelniona réwno$é zbieznosci. Poniewaz szereg potegowy

@ k+tgq o) ©
(16.2) Y a= Y a+ Y a. s =Y a,x"
n=k+1 n=k+1 n=k+q+1 n=0

jest w przedziale zbieznosci bezwzglednie zbiezny, wigc w szczegolno-

Rownos¢ t¢ mozemy przedstawi¢ bardziej intuicyjnie AR .
$ci zbiezny jest szereg liczbowy

O+1+ et Gest . = (@it Fap)+ w
_ n
+(@rgr1+Brgr2FGigest ). b= ,,Zo'“"lk ’
Oznaczmy odpowiednio przez s,, i t, sumy czeSciowe szeregow Wprowadzajac sumy czeciowe
(16.1) a wiec
m m
k+ i
B m N m . k+g+m m Sm(x) = z a,x" i b = Z [anlk",
Su= D, G= 2 Gy 1 by= Y ay= Y Gigin n=0 n=0
n=k+1 n=1 n=k+q-+1 n=1

W szczegllnodci jest ¢; = ay4q41. Wobec tego s,4; = s,+1t;. Udo- mozemy napisa¢ na podstawie ogodlnej rownosci (16.2)

wodnimy przez indukcje, ze takze o . d
yp 1e s)=s,0)+ 3 ax" i t=t,+ Y lalk",

(16.3) Sg+n = S,+t, dla  n naturalnych. n=m+1 n=m+1

W tym celu przypu§émy, ze dla pewnej liczby naturalnej p jest s a na podstawie twierdzenia o poréwnywaniu szeregow

/ ¢ q+tp =
=s,+1,. Dodajqq obustronnie @;4g+,+; mamy stad S,i,.q =5, + © ad
+1t,+1, co dowodzi (16.3). Gdy n— oo, to wzor (16.3) przechodzi w grani- | Y ax< X lalk.
cy we wzor (16.2), jezeli ktorykolwiek z szeregow (16.1) jest zbieiny. Stad memd nemd
Cwiczenie. Udowpdnic’ wzor Is(0) = s, (x)| < [t =1l

i a,= i a,+ i a, (Mm<gq<n. w przedziale fa, b). A to dowodzi zbieznosci jednostajnej ciagu s,,(x)

n=m+1 n=m+1l m=gt1 w (—b, b), gdyz ciag |t—t,| dazy do zera.
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TWIERDZENIE 17.2. Szereg potegowy przedstawia funkcje ciagla
wewngtrz przedzialu zbieznoSci.

" Dowod. Jezeli x jest dowolnym punktem wewnatrz przedziatu
zbieznosci, to istnieje przedziat (—b, b) zawierajacy punkt x i ktorego
konce leza wewnatrz przedziatu zbiezno$ci. Poniewaz szereg jest
zbiezny jednostajnie w (—b, b), a jego sumy czgsciowe sa ciagle, wigc
przedstawia funkcje ciagla w (—b, b), a wigc tez W szczegoOlnosci
w punkcie x. Zatem funkcja ta jest ciagla w calym przedziale
zbieznoéci, poniewaz punkt x moze w nim by¢ wybrany dowolnie.

§18. O rozniczkowaniu ciggow funkcyjnych

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 18.1. Jezeli ciagi f, i f, sq zbiezne jednostajnie w (a, b)
odpowiednio do fi g, to w (a, b) istnieje pochodna f' i jest f'=g.

Podamy dwa dowody tego waznego twierdzenia. Dowod T jest
prostszy, ale wymaga dodatkowego zaloZenia, ze pochodne f, sa
ciagle; dowdd II jest ogolny.

Dowo6d 1. Jednostajna zbiezno$¢ ciagu f, oznacza istnienie
takiego ciagu liczb ¢, > 0, zbieznego do zera, ze

(18.1) If(x)—g(x)| <&, dla wszystkich x z (a, b).

Przy zalozeniu ciagloéci f; réwniez granica g jest ciagla w (a, b) (tw.
15.2, str. 132). Jezeli wigc x,, nalezy do (a, b), to dla kazdej liczby ¢ > 0
istnieje taka liczba 6 > 0, ze

lg(X)—glx)l <e dla |x—xo <9.

Na podstawie twierdzenia o wartosci $redniej (tw. 27.1 z rozdziatu
11, str. 101) mamy

Jal) —£a(%0)

X—Xq

—g(xo)| = /2 (©)—g(x)l <

<) —g@l+1g(D)—g(xo)l < &,+¢
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dla |x—x,l < 8, gdyz wystepujaca w tym twierdzeniu liczba ¢ jest
zawarta miedzy x a x, i wobec tego tez spelnia nier6wnos¢ | —Xol < 0.
Stad przy n— oo mamy W granicy

JOTE)_jig<e dia bx—xol <3,
X—Xg
co dowodzi, ze

fim £ &) —f (Xo)

x—=xo X—Xg

= g(xO)s

czyli ze f'(xo) = g(Xo)- Poniewaz punkt x, moze byf: wybrany dowol-
nie w przedziale (a, b), wigc twierdzenie jest dow1edz.10ne. ’
Dow6d IL Ustalmy dowolnie punkt X, w-(a, b) 1 wprowadzmy

funkcje pomocnicze

_ Ju0)—fa(%0)
(18.2) u,(x) = ——————x_xo
przyjmujac dodatkowo, 7e
(18.3) u,(x0) = fa(Xo)-

Przy takiej definicji funkcje u, sa ciagle w przedziale (a, b). Mamy
rownosc¢

(funl¥) —fin%0)) = () —fn(xo)),

um(x) -un(x) = xX—Xg

a po zastosowaniu twierdzenia o wartosci Sredniej (str. 101) do funkcji
¢ = fu—ta
Uy (X) = Uy (%) = f(&) =12 (8)-
Stad, dzigki nierownosci (18.1),
(184)  [tn(0)— ()} < /(=9 (N +1g(E) ~fa () € &yt &n
Z (18.2) wida¢, ze ciag u,(x) jest dla x # Xo zbiezny do
¢ _ J¥)—f o)

v(x) X%
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Funkcja v jest przez to okreslona dla x # x,. Z (18.3) wida¢, ze ciag u,
(xo) jest zbiezny do g(x,). Przyjmijmy, ze

v(xo) = g(xo)-
Gdy liczba m jest ustalona, a n dazy do nieskonczonosci, to z (18.4)
wynika w granicy
[t (x) —0(x)] < &,
co oznacza, Ze ciag u, jest zbiezny jednostajnie do v. Ale funkcje u, sa
ciagle, a wigc i granica v jest funkcja ciagla. W szczegolnosci zatem
lim v(x) = v(x,), czyli

X— X0
b L0)= o) _
x=x0 X—Xgp

co dowodzi twierdzenia.

Uwaga. Zalozenie o zbieznos$ci jednostajnej ciagu w twierdzeniu
18.1 mozna zastapi¢ zalozeniem, Ze ten ciag jest zbiezny w jednym
(ktorymkolwiek) punkcie przedziatu. Dowodzi¢ tego w tej ksiazce
nie bedziemy.

g(xo),

§19. Ciag nq"

Wiemy, 7e jezeli 0 <g<1, to limg"=0. W dalszym ciagu

potrzebne bedzie
TwiERDZENIE 19.1. Jezeli 0 < g < 1, to lim ng" = 0.

n—+w

. 1 . .
Dowdd. Jest lim Ej_n“q = g < 1. Wobec tego istnieje taka liczba

n-*co

1
0, ze dla n > jest %q < 1. Stad

(n+1)g"*t <ng® dia  n>54.
Ciag wigc ng" jest malejacy dla n > ¢ i ograniczony. Tym samym jest
zbiezny do pewnej granicy k. Z roéwnosci
(n+1)qn+1 — qnqn+qn+1

dochodzimy przy n—o do réwnosci k= gk, z ktorej wynika
kl—g¢y=01ik=0.
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§20. Rozniczkowanie szeregow potegowych

Udowodnimy teraz wazne

TwierDZENIE 20.1. Szeregi potegowe

(20.1) f(x)= ;0 a,x"
i o0
(20.2) g = Zo(n +1)a,4+1 X"

majq ten sam promien zbieznosci i jest f(x) = g(x) wewnqtrz przedzialu
zbieznosci (1). ‘ o .
Twierdzenie to staje si¢ bardziej intuicyjne, gdy zamiast (20.1)
i (20.2) napiszemy
fx) = ag+a;x+a,x*+... 1 gx)= a, +2a,x+3a;x* + ...

Dowod. Zamiast (20.2) mozna napisaé
©
(20.3) g(x) = nzl na,x""1. |
Niech x bedzie dowolnie ustalona, rézna od zera, liczba lezaca
wewnatrz przedziatu zbieznosci, a b liczba wigksza nod Ix| lezaca
rowniez wewnatrz tego przedzialu. Poniewaz ciag n)—; jest zbiezny
i tym samym ograniczony, wigc mozna napisac

1 /x\
“alZ p*
xn<b> a,

7 nierownosci tej wynika, ze szereg (20.3) jest zbiezny, bo szereg

< Mla,b".

[na,x" "1 =

i la,|b" jest zbiezny. Zatem szereg (20.3) jest zbiezny w tym samym
n=1
przedziale co szereg (20.1).

(%) Dia szeregow funkcyjnych dowolnych (nie potggowych) nie musi tak byé;, szereg
" fi nie musi byé¢ zifiezny w przedziale, w ktorym zbiezny jest szereg 3. f,. a chocby byt
zbiezny, nie musi byé (3. f,) = X fu. (Por. tw. 18.1).
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Na odwrét, szereg (20.1) jest zbiezny w tym samym przedziale co
szereg (20.3), gdyz jezeli x nalezy do tego przedziatu, to

la,x"| < |x|nla,||x" ™|
i szereg ) nla,||x|""! jest zbiezny.
n=1

Zatem szeregi (20.1) i (20.3), a tym samym szeregi (20.1) i (20.2)
maja ten sam promiefi zbieznosci.

Oznaczmy przez s,(x) sumy czgSciowe szeregu (20.1), a przez t,(x)
sumy czeSciowe szeregu (20.3). Wtedy

s1(x) = ap+a;x, ti(x)=ay,

S5(x) = ag+a,x+a,x?, t,(x) = a,+2a,x,

$3(%) = ag+a;x+a,x* +a;x>,  t3(x) = a, +2a,x+3a,x2.
Widagé, ze s} (x) = t,(x), s3(x) = £,(x), s3(x) = t;(x); ogdlnie mamy przez
indukcje s,(x) = ¢,(x). Ciagi s,(x) i £,(x) sa na podstawie twierdzenia 17.1
zbiezne jednostajnie w kazdym przedziale (—b, b), ktérego kofice leza
wewnatrz przedziatu zbieznosci. Zatem miedzy ich granicami f'(x) i g(x)

jest zwiazek f'(x) = g(x) (tw. 18.1). Zwiazek ten zachodzi w kazdym
przedziale (—b, b), a wigc wewnatrz calego przedzialu zbieznoéci.

§21. Funkcje réwne swej pochodnej

Teoria szeregow potegowych pozwala nam latwo udowodnié
istnienie funkcyj rownych swej pochodnej. Geometrycznie oznacza to,
ze wszystkie podstyczne krzywej y = f(x) sa sobie rowne (rys. 49).
Analitycznie wlasno$é¢ ta wyraza sie rownaniem

2L1) J'x) = f ().

Oczywiscie funkcja, ktora jest wszgdzie rowna zeru, spelnia to
rownanie; ale chodzi o znalezienie innych jeszcze funkcyj.

Zalézmy chwilowo, ze istnieja funkcje postaci

(21.2) f@x)= i a,x"
n=0
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|
|
|
|
|
|
|
|
l
|
N
podstycznao podstyczna o
Rys. 49
spelniajace rownanie (21.1). Wtedy wewnatrz przedziatu zbieznosci

musi by¢

f/x) =Y (n+Day.x"
n=0
Jezeli zatozymy, ze
1

(21.3) Aui1 = man dla catkowitych n > 0,

to rownosé (21.1) bedzie spetniona. W szczegolnosci ze wzoru (21.3)
wynika

a a, _ G4
=7 G=73 HT133

jezeli iloczyn n pierwszych kolejnych liczb naturalnych oznaczymy
przez n!, to mozemy napisa ogolnie

3}

(21.4) a, = —‘; (n naturalne).

Scista definicja gymbolu n! jest indukcyjna:
(21.5) =1, @+)!=@m-+1Yn! dla n naturalnych;
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Ponadto przyjmujemy 0! = 1, co jest czesto wygodne w rachunkach. Ze wzoréw (21.3)
1 (21.5) przez indukcje wynika wzér (21.4).
W szczegblnosci mozna obliczyé, ze

21=2, 5!1=120, 8!= 40320,
31=6, 6! = 720, 9= 362880,
41=24, 7! = 5040, 10! = 3628 800.
Wobec (21.4) réwnoéé (21.2) mozna napisa¢ w postaci

(21.6) fx) =a, f %
n=0""-

Udowodnimy, ze szereg ten ma nieskoriczony promieri zbieznosci,
to znaczy, ze jest zbiezny dla kazdego x. Niech wiec x bedzie dowolnie
ustalong liczba (r6zna od zera). Istnieje liczba naturalna m wieksza od
|x|. Dla niej zachodza zwiazki

N N
m+1)!" m! m+1 " m! m

lxlm+n lem lxl n
(m+n)! <W(‘n7> '

] 'x|m+n

(21.7) y

"=1(m+n)!

jest zbiezny, zbiezny bowiem jest szereg

o D™\ X & ("
Zomi\m) = wr 2\ )
Wraz”z (217 'zbieZne sg szeregi (21.6) i (21.2). Poniewaz x n;ozemy
ustali¢ <'iov.voln1e, wiec te szeregi sa zbiezne dla wszystkich x. Funkcja
(21.2) nie jest wszedzie réwna zeru, gdy a, # 0, poniewaz f(0) = aq.
WprowadZzmy oznaczenie

21.8 x_ v X
(21.8) e > o

n=0

i przez indukcje

Stad widaé, ze szereg
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dla x = 0 funkcja e* przyjmuje warto$¢ 1:

e’ =1.

Funkcje f(x) wyrazona wzorem (21.6) mozna przedstawi¢ w postaci

f(x) =aye*.

WykazaliSmy wigc istnienie funkcyj rownych swej pochodnej
w przedziale (— o0, o).

Wyjasnimy jeszcze strong logiczna tego dowodu. Zaktadaliémy najpierw, ze istnieje
funkcja speiniajagca rowno$¢ (21.1), cho¢ wlasnie naszym celem bylo udowodnienie
istnienia takiej funkcji. Nie ma w tym jednak blednego kota, bo zaloZenie istnienia
stuzylo tylko do znalezienia postaci wspélczynnikéw a,. Majac juz te wspolczynniki
dowodzimy, Ze rozwazany szereg jest zbiezny i przedstawia wlasnie funkcje o zadanych
wlasnosciach. Taki sposOb rozumowania jest czesto uzywany w teorii szeregow
potggowych.

Funkcje ¢* nazywamy naturalng funkcjq wykladniczq. Jest ona tak
napisana, jakby liczba e miata by¢ podniesiona do potegi x. Na razie
jednak nie mamy prawa interpretowac jej w ten sposob, a to z dwdch
powodow. Po pierwsze, nie uprawnia nas do tego przyjeta definicja
(21.8); po drugie, dotad nie zdefiniowaliémy jeszcze poteg o wyklad-
nikach nie catkowitych. Z tego powodu litera e w symbolu e* nie moze
mieé, przynajmniej na razie, samodzielnego znaczenia i symbol e*
musimy chwilowo traktowac jako calo$¢, podobnie jak f(x).

Cwiczenia. Obliczyé pochodne funkeyj:

1 x2.

-1 1+4+xe*

ex", e (x3—3x2+6x=6),

§22. Pochodna funkcji zlozonej

Dla wyprowadzenia podstawowych wlasnoéci funkcji wykladniczej
skorzystamy z nastgpujacego twierdzenia ogolnego.

TWIERDZENIE 22.1 (0 pochodnej funkcji ztozomnej). Jezeli
funkcja g(x) jest rézmiczkowalna w punkcie x, a funkcja f(t) jest
rézniczkowalna w puttkcie t = g(x), to funkcja zlozona F(x) = f (g(x))
jest rozniczkowalna w punkcie x i mamy réwnosé

(221 A F'(x) = f'(g(x)g' (x).
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Dow6d. Oznaczmy w dowodzie przez x, punkt, w ktérym funkcja
g(x) jest roiniczkowalna i przypuéémy, ze f(t) jest rozniczkowalna
w punkcie f, = g(x,). Tym samym przyjmujemy, ze funkcja (1)
jest okreSlona w pewnym przedziale (a,b), do ktérego nalezy
punkt ¢,.

WprowadZmy funkcje pomocnicza

222) e =207 _p),
o

przyjmujac dodatkowo, ze

Q(to) = 0,

bedziemy mieli funkcje g(f) okre$lona w calym przedziale (a, b)iciagla
W punkcie t,. Z (22.2) mamy dla ¢ # ¢,

(22.3) JO—=f(t0) = (t—to)(f'(t0) + 0(2));
rowno$¢ ta zachodzi takze dla t=t,, a wiec w calym przedzia-
le (a, b).

Poniewaz funkcja g(x), jako rézniczkowalna, jest ciagla dla x = X,

wiec istnieje taka liczba 6 > 0, ze wartosé g(x) nalezy do przedziatu
(a, b), gdy |x—x,| < J. Wobec (22.3) mozna wigc napisaé

FO)—F(xo) _ f(g(9)~f (g(xo))

X—Xg X—Xq

_ 9x)—g(xo) (
X—Xq

flatxo)+elg(x)  (x # xo).

Stad w granicy przy x—Xx, otrzymujemy roéwnoéé F'(xg) =
= g'(x0) f'(9(x0)), co dowodzi twierdzenia.

PRZYKLAD 1. (¢*°) = e**(x?) = **2x = 2xe*".
PRZYKLAD 2. (f(x—xo)) = f'(x—xo)(x —Xo) = f"(x—x,).
Cwiczenia. Obliczyé pochodne nastepujacych funkcyj:

2x3—-3x2 - -
e X X , xe x, e(x 1)/(x+1)’ x/(1+e"’)_
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§23. Ilorazy réznicowe i ilorazy rozniczkowe

S (x)—f (xo)
X—Xg

Jezeli w ilorazie roinicowym przyjmiemy oznaczenia

Ay = f(x)—f(x,) 1 Ax = x—Xx,, to mozemy go przedstawi¢ w postaci
bardziej symetrycznej

4y

(23.1) T

Symbol Ax nazywamy réznicq zmiennej x, a symbol Ay roznicq
zmiennej y; stad tez nazwa ilorazu réznicowego dla (23.1). Gdy
pochodna f’(x) istnigje, to przy 4x dazacym do zera rowniez 4y dazy
do zera (rys. 50). Dawniej wyobrazano sobie, ze w granicy 4x i 4y staja
sie wielkoSciami nieskoriczenie malymi, ktore oznaczano przez dx i dy
i nazywano rozniczkami. Stad pisano réwnosé

d

fixg) =70

\&)
«K{
4y

Ax

Rys. 50

Oznaczenie pochodnej symbolem dy/dx jest wygodne i do dzi$ czgsto
uzywane. Jednakze w takim ilorazie rézniczkowym nie traktujemy juz
jak kiedys licznika i mianownika jako wielkosci nieskonczenie matych,
bo pojecia te nie daja sie w prosty i naturalny sposob Scisle
zdefiniowac. ¢ ‘ ‘

W matematyce wspolczesnej nieraz mowi sie o rézniczkach, ale przypisuje si¢ im
inne znaczenie. Piszac

dy = f'{xo)dx,

10 — Wstep do analizy matematycznej
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okreélarr.ly (przy ustalonym x,) funkcje, ktora kazdej liczbie dx przyporzadkowuje
pewna liczbe dy. Te funkcje nazywamy rozniczkq funkcji f w punkcie x,.
Uzywajac znakowania rézniczkowego, mozemy wzér (22.1) napi-

sa¢ w postaci

dF dF dt

dx dt dx’
ktora przypomina algebraiczna tozsamo$¢. Mimo tego podobienstwa,
nie mozna tego wzoru traktowaé jako dowodu twierdzenia 22.1.

§ 24. Funkcje réowne swej pochodnej (dalszy ciag)

WykazalisSmy w §21, ze kazda funkcja postaci
(24.1) f(x) =a,e*

jest towna swej pochodnej. Udowodnimy jeszcze, ze sa to jedyne
funkcje o tej wlasnosci. Nie wynika to wcale z poprzednich rozwazan,
zwlaszcza Ze braliSmy pod uwage jedynie funkcje rozwijalne w szereg
potegowy.

Przypusémy, ze jaka$ funkcja g(x), o ktorej wcale nie wiemy, czy
je’st rozyvijalna w szereg potggowy, spelnia w przedziale (— oo, o)
roOwnanie

(24.2) g'(x) = g(x).
Poniewaz réwno$¢ ta zachodzi dla wszelkich x, wiec jest tez
(24.3) g'(xo—x) = g(xo—x),

gdzie x, moze by¢ dowolnie ustalona liczba.
Wprowadzmy funkcje pomocnicza

(244) h(x) = g(x)g(xo—x);
ma ona pochodna
K (x) = g'(x)g(xo — %) —g(x)g' (xo — X);

wobec (24.2) .i.(24.3) jest h'(x) = 0. Zatem funkcja h(x) jest stata dla
wszystkich x i jest h(x) = h(0). ROwnos¢ t¢ mozna wobec (24.2) napisaé
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w postaci
(24.5) g(x)g(xo—x) = g(0)g(xo)-

Zachodzi ona dla wszelkich x, a takze dla wszelkich x,, poniewaz x,
moze byé ustalone dowolnie. Jezeli wigc dane sa dowolne dwie liczby
x iy, to rowno$¢ (24.5) bedzie prawdziwa dla x, = x+y, to znaczy
bedzie

(24.6) g(x)g(y) = g(0)g(x+y).

Udowodnili$my, ze funkcja spelniajaca dla kazdego x réwnanie
rozniczkowe (24.2), spetnia dla kazdej pary liczb x i y rownanie
funkcyjne (24.6).

Wprowadzmy jeszcze funkcje pomocnicza

(24.7) g1 =g(x)—g(0)e.

Funkcja ta rowniez spetnia rownanie rozniczkowe (24.2), a zatem takze
rownanie funkcyjne (24.6). To ostatnie dla x = y przyjmuje postac

g,(x)g,(x) = g,(0)g,(2x).

Ale g,(0) = g(0)—g(0)-1 =0, wigc g;(x)g;(x)=01w konsekwencji
g,(x) = 0 dla wszelkich x. Otrzymujemy wiec z (24.7)

g(x) = g(0)e™.

Udowodniliémy w ten sposob, ze kazda funkcja réwna swej
pochodnej jest postaci (24.1), a wigc jest tez rozwijalna w szereg
potegowy. Funkcja ta jest okreslona jedoznacznie przez swa wartosc
w punkcie 0.

§25. Funkcja ¢* i jej wlasnoSci

Funkcja e* jest jedyna funkcja, ktéra jest rowna swej pochodnej
i ma warto§¢ 1 w punkcie 0. Jako funkcja rozniczkowalna jest
oczywiscie funkcja ciagla (co wynika tez z tego, ze rozwija sie w szereg
potegowy). Funkcja e* spelnia rownanie funkcyjne (24.2), ktore wobec
e® = 1 przyjmuje postacé

(25.1) eed = et
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Z rozwinigcia

. x x? x*

(25.2) e = 1+ﬁ+—2—!+§—!“+...

widaé, ze jest ona dodatnia dla x > 0. Dzigki rownaniu (25.1) mozna

latwo pokaza¢, ze jest ona dodatnia takze dla x < 0. Istotnie, dla
= —x mamy e*e *=¢% =1, a stad

Zatem funkcja e jest dodatnia dla wszelkich x. Jest przy tym funkcjq
rosngcq, bo ma pochodna dodatnia.

Udowodnimy, ze €* przyjmuje kazdq warto$é dodatniq dokiadnie
raz. Z réwnosci (25.2) widac, ze dla x > 0 (rys. 51) jest -

(25.3) 14+x <€,

Rys. 51

n

L . - X' . .
gdyz mozna napisa¢ e* = 1+x+ ). o Niech a bedzie dowolna liczba
n=2""*
dodatnia. Wtedy przyjmujac kolejno x =a i x = 1/a dostajemy

a<l+a<e,

1 1
- < 14=<ell,
a a
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skad
e~ < g < e,

Funkcja e* jako ciagla przyjmuje kazda warto$¢ posrednia miedzy
e~ 1] ¢ w szczeg6lnosci wige przyjmuje wartoéé a. Przyjmuje ja tylko
raz, bo jest rosnaca.

Cwiczenia. 1. Udowodnié, ze nieréwno$é (25.3) zachodzi takze dla x < 0.

1
2. Udowodni¢, ze dla x < 1 jest e* < T (rys. 51).
—X

§26. Dowolne funkcje wykladnicze i ich zwigzek z potegami

Udowodniliémy, ze dla kazdej liczby dodatniej a istnieje taka
liczba ¢, ze

(26.1) a=¢.
Wobec (25.1) mamy
a? = e = e*°,
a® = e%ef = &
i ogolnie przez indukcje dla wszystkich n naturalnych
(262) a’ = e,
Ponadto jest

0

a®=e’=1 i a"= e~ dla n naturalnych.

Zatem wzdr (26.2) ma miejsce dla wszystkich n catkowitych. To
pozwala na oznaczenie funkcji e symbolem

a  (a>0),

gdyz symbolu tego uzywaliémy dotad tylko dla calkowitych wartosci
x. Jest wiec

(26.3) § a* = e’
Zastepujac we wzorze (25.1) x przéz ¢x a y przez cy mamy

(26.4) aa =a*".
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Funkcja a* nazywa si¢ funkcjq wykladniczq o podstawie a (a > 0).
Jest ona vogolnieniem poteg o podstawie a na dowolne wykladniki x.
Nie jest to jednak peine uogolnienie, gdyz przy x catkowitym symbol
a* ma znaczenie takze dla ujemnych a.

Wobec rownosci (26.1) i (26.3) mozna napisaé

(ec)x = ecx .

Rownos¢ ta zachodzi dla kazdego ¢ i x. Zastgpujac w niej x przez
y a ¢ przez cx bedziemy mieli (¢°*) = ¢, a stad przy a = €

(26.5) @y = a*.

Rownosci (26.4) i (26.5) sa speinione dla wszelkich x i y i maja
podstawowe znaczenie dla funkcyj wykladniczych. _
W szczegolnoscei, gdy w (26.4) za y podstaw1my liczbe naturalna n,

a za x liczbe —n, to bedziemy mieli a™"a" = 1, a stad
. L
a =—
a

(zgodnie z definicja podana w §13 rozdziatu I, str. 74). Wzér ten
sprowadza obliczenia a™" do mnozenia i dzielenia, gdyz a" mozemy
uwazaC za iloczyn. Podobnie, podstawiajac w (26.5) za y liczbe
naturalng n a za x liczb¢ 1/n bedziemy mieli

(al/n)n =q.

Widac stad, ze jezeli a jest liczba dodatnia a n liczba nturalna, to
zawsze istnieje liczba dodatnia b spelniajaca rownanie b = a. Liczbe
te¢ nazywamy n-tym pierwiastkiem z liczby a i oznaczamy czesto

symbolem {'/E. Jest wigc
a'" =2/a.

Uogolnienie potegi na dowolne wykladniki mozna tez wprowadzié
stopniowo w inny spos6b. Wprowadzamy najpierw wykladniki postaci
—n, piszac a™" = 1/a". Nastgpnie wprowadzamy wykladniki 1/n,
definiujac liczbe b = a'/" jako dodatnie rozwiazanie rownania x" = a.
Dowodzimy, ze takie rozwigzanie jest jedyne. Nastepnie wprowadza-
my wykladniki m/n, piszac a™" = (a*™)". Wreszcie wprowadzamy
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dowolne wyktadniki x, piszac y = a*, gdy dla ciagu liczb wymiernych
x, zbieznego do x ciag a™ jest zbiezny do y. Dowodzimy, ze wartos¢
y nie zalezy od wyboru ciagu x,. Ten sposob wprowadzenia funkcyj
wykladniczych ma pewne zalety, ale tez i wady. Jest to mianowicie
droga dtuga i zmudna. Twierdzen o funkcjach wykladniczych musi si¢
dowodzi¢ kilkakrotnie, za kazdym razem na nowo dla nowo wprowa-
dzonego typu wyktadnikow(?).

Dla unikniecia tych trudno$ci nieraz w podrecznikach w ogole
pomija si¢ definicje funkcyj wykladniczych, co oczywiscie stanowi
pewna luke. Niektorzy autorzy wprowadzaja funkcje wykladnicza
posrednio przez logarytm, korzystajac przy tym z pojecia calki. Znany
jest tez sposob'wprowadzenia jej przez szeregi potegowe. W naszym
wykladzie korzystaliSmy z szeregéw potegowych w dowodzie istnienia
rozwiazan réwnania rozniczkowego f'(x) = f(x). Poza tym wlasnie to
réwnanie stuzylo za punkt wyjécia dla definicji funkcyj wyktadniczych
i wprowadzenia jej wlasnosci.

Definicja przez rownanie rézniczkowe wydaje si¢ naturalna i dob-
rze wiaze teori¢ z praktyka, gdyz w wiekszosci zastosowan w fizyce,
chemii itp. funkcje wykladnicze zjawiaja si¢ wiasnie jako rozwiazania
rownan rozniczkowych.

Cwiczenie. Udowodnié, ze funkcja wykladnicza a* (rys. 52) jest rosnaca, gdy a > 1,
a malejaca, gdy O <a< L.

y=a*

Rys. 52

(*) Petny wyklad tej teorii jest podany w ksiazce W. Sierpinskiego, Dzialania
nieskoriczone, Warszawa 1948, str. 81-140.
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§27. Liczba e

W symbolu a* litera a moze oznacza¢ dowolna liczbe dodatnia,
a x w ogodle dowolna liczbe. Natomiast przy wprowadzeniu symbolu e*
zwroéciliSmy specjalnie uwage na to, ze litera e nie ma oddzielnego
znaczenia. Teraz mozemy jej to znaczenie nadaé, przyjmujac, zZe
e = e!; wtedy e jest juz liczba, a funkcja e moze by¢ uwazana za
szczegolny przypadek funkcji a*.

Poniewaz liczba e jest wartoscia funkcji ¢* w punkcie 1, wigc jest
sumg szeregu

71 1 1 1
(27.1) SR TR TR TR
ktory powstaje z szeregu (25.2) przez podstawienie x = 1.

Liczbe e nazywamy nieraz podstawq logarytméw naturalnych, gdyz
jest zwigzana z logarytmami naturalnymi, o ktorych bedziemy mowili
w § 30. Warto$¢ tej liczby mozemy obliczy¢ z dowolnym przyblizeniem,
korzystajac z rozwinigcia (27.1).

Mamy nieréwnosci

m m 1

1
(1) S o<e< Y o4
. =07

poniewaz dla n =z m+1

al S Dlmt 1
i wobec tego
© 1 1 i 1

)

.___.<_._.._._ D
n=m+1n! (m+l)!n=m+1(m+1)”_m—l

11 1
T (m+1)! - 1 mlm
m+1
Przyjmujac m = 13, mamy
131 1 1 1 1t 1 1 1
(27.3) Z——1+ + RETRTRN NPIRETRS

31741 51" 6!
111111

TR TR TIRE VU REET
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Utamki po prawej stronie réownosci (27.3) tatwo jest oblicza¢
kolejno z dowolnie ustalonym przyblizeniem. Na przyklad do ob-
liczenia 1/7! wystarczy znalezione juz rozwinigcie dla 1/6! podzieli¢

przez 7. W ten sposob na wykonanie rachun- 1 =1
kéw wystarczy pare minut. Podane obok 1; =1
121 =0,5

przyblizenia maja po 11 cyfr po przecinku
i dokladnosé¢ 1/10!!, Wobec tego ich suma
[=2,718281828 39 roézni Si@ od liczby (27.3) 1/5! = 0,008 33333333
co najwyzej o 11/10!! (bo sumowalismy 11 1/6! ~ 0,001 388 888 88
liczb przyblizonych) i jest od niej mniejsza. Z 1/7! ~ 0,000 198 412 69
drugiej strony jest 1/13!13 ~ 0,00000000001, L/8! =~ 0,000024 801 33
a wiec 1/13113 < 2/10*1, Wobec (27.2) mamy 1/9~0,00000275573

2N pec (2. 1/10!  0,000000275 57
I<e<I+13/10" < 1+1/10° i mozemy na-  1/11!~ 0,00000002505

1/3! & 0,166 666 666 66
1/4! = 0,041 666 666 66

pisac 1/121 = 0,000 000 00208
1/13! = 0,000 000000 16
e ~ 2,718 281 828. 37828838

Liczbe te tatwo jest zapamigtaé, gdyz powtarzaja si¢ w niej dwukrotnie
cyfry 1828.

Przy wykonywaniu powyzszych rachunkéw musimy oczywiscie umie¢ dodawa¢ do
siebie rozwinigcia dziesigtne i dzieli¢ je przez liczbg catkowita. Odpowiednie algorytmy,
czyli praktyczne sposoby wykonywania tych dziatan, wyptywaja z definicji przez nas
przyjetych. Systematycznym uzasadnieniem tych algorytméw zajmuje sig arytmetyka
teoretyczna, w szkole za$ podstawowej sa wykladane bez écislego uzasadnienia.

Cwiczenie. Korzystajac ze wzoru (25.2), obliczyé z dokladnoscia do szesciu znakow

dziesigtnych liczby f/; i 1/\/;.

§28. Funkcje odwrotne

Dla kazdej liczby dodatniej x istnieje dokladnie jedna liczba y,
taka ze

(28.1) ; & = x.

Wobec tego rownosé ta okresla nam w przedziale (0, co) nowa funkcje.
Nazywamy ja logarytmem naturalnym i piszemy

(28.2) y = Inx.




R
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Wrykres funkcji y = Inx (rys. 53) nie roézni si¢ niczym od wykresu
funkcji x = e”, ktory powstaje ze znanego nam wykresu funkcji y = €*
przez odbicie wzgledem prostej y = x.

3
Noqr o/
§> \Xy//
/7
- x
// ry/h\
7/
__///
7 >
p x
7/
s/
/

Rys. 53

Naturalna funkcja wykladnicza i logarytm naturalny s3 funkcjami
odwrotnymi.

Wprowadzimy ogélne pojecie funkcyj odwrotnych. Przypusémy, ze
funkcja f jest okreSlona w zbiorze F i Ze jest w nim réznowartosciowa,
to znaczy w kazdym punkcie tego zbioru przyjmuje inna warto§c.
Zbiér wartosci tej funkcji oznaczmy przez G. Wtedy dla kazdej liczby
x ze zbioru G istnieje w zbiorze F taka liczba y (tylko jedna), ze

(28.3) f) =x.
Tym samym w zbiorze G jest okreslona funkcja
(284) y = g(x),

dla ktorej F jest zbiorem wartosci. Funkcje g nazywamy odwrotng
wzgledem f. Rola zbioréw F i G zmienia si¢ dla funkcji odwrotne;j.

Jezeli funkcje f uwazamy za zbiér par uporzadkowanych, to
funkcje odwrotna otrzymamy, przestawiajac w kazdej parze kolej-
noéé elementow. Stad widaé, ze pojecie funkcji odwrotnej jest sy-
metryczne: jezeli g jest funkcja odwrotna wzgledem £, to f jest funkcja
odwrotna wzgledem g. Widaé tez, dlaczego wykresy funkcyj od-

§28. Funkcje odwrotne 155

wrotnych znajdujemy przez odbicie symetryczne wzgledem prostej

y = x. Kazdej parze liczb nalezacej do danej funkcji odpowiada

pewien punkt na plaszczyznie. Skoro wspotrzedne przestawiamy, to

punkt przejdzie w punkt polozony symetrycznie wzgledem tej prostej.
Podstawiajac (28.4) w (28.3) mamy

flgx)=x dla xeG.

Podobnie, podstawiajac (28.3) w (28.4), mamy y = g(f(y)) dla y € F, co
mozna tez napisac

g(fx)=x dla xeF.

Stad widaé, ze funkcja zlozona z dwdch funkcyj odwrotnych wzgledem
siebie jest réwna x w calym zbiorze, gdzie okreslona jest funkcja
wewnegtrzna.

Jest wiec na przyklad

e*=x dla x>0 i Inef=x dla wszelkich x.

Nie dla kazdej funkcji istnieje funkcja odwrotna. Jezeli mianowicie
w roznych punktach zbioru F, np. w punktach x; i x,, funkcja dana
przyjmuje jedna i te sama warto§¢ x,, to funkcja odwrotna nie bedzie
okreslona w punkcie x,; nie wiadomo bowiem, czy przypisac jej
warto§¢ x, czy x,. Przed wprowadzeniem funkcji odwrotnej musimy
wigc zawsze stwierdzié, czy dana funkcja jest réznowartosciowa.

Kazda funkcja, ktora jest stale rosngca albo stale malejaca
w pewnym przedziale F (otwartym lub domknigtym, skonczonym lub
nieskoficzonym) jest réznowarto§ciowa w tym przedziale. Istnieje wigc
dla niej funkcja odwrotna.

TWIERDZENIE 28.1. Jezeli funkcja f jest rosngca i ciggla w pewnym
przedziale F, to zbiér G, w ktorym jest okreslona funkcja odwrotna g, jest
réwniez pewnym przedzialem i funkcja g jest w nim rosngca i ciggla.

Zdanie to pozostaje takze prawdziwe, gdy w nim wyrazy ,rosngca’
zastqpimy przez ,malejgca®.

Dowod. Jezeli liczby y, i y, naleza do G, to funkcja f jako ciagla
przyjmuje kazda warto$é posrednia miedzy y, i y,, co dowodzi, ze
G jest pewnym przedzialem (ktorego konce sa kresami zbioru
G w przypadku ograniczonosci).
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Przypusémy, ze y, i y, naleza do G i ze y, < y,. Istnieja w F takie
liczby x, i x,, ze f(x;) =y, 1 f(x;) = y,. Jest wigc f(x,) < f(x,). Jezeli
funkcja f jest rosnaca, to musi by¢ x; < x,. Ale x; = g(y,) i x, = g(y,),
wiec g(y,) < g(y,), co dowodzi, ze funkcja g jest rosnaca. Jezeli f jest
malejaca, to x; > x, i g(y,) > g(y,), co dowodzi, ze jest malejgca.

Pozostaje do udowodnienia ciaglo$¢ funkcji g. Zalozmy dalej, ze
f G tym samym g) jest funkcja rosnaca. Niech y, bgdzie dowolnym
punktem wewnetrznym przedziatu G. Wtedy punkt x, = g(y,) lezy
wewnatrz przedziatu F. Majac dana liczbe ¢ > 0 dobieramy dwie
liczby x, i x, z przedzialu F takie, ze

(28.5)

Gdy y, = f(xy) i y, = (x,), mamy stad y, <y, <y, i mozemy
dobra¢ taka liczbe 6 > 0, ze

Vi <Yo—0 <yo+0 <y,

Dla |x—yol <6 jest y; <x <y, i g(y;) <g(x) <g(y,), czyli x, <
< g(x) < x, i dalej wobec (28.5) x,—e < g(x) < xo,+¢, co dowodzi
ciaglodci funkcji g w punkcie y,.

Jezeli funkcja f jest malejaca, to dowdd jest taki sam, nalezy w mim
tylko wszedzie zamiast y, napisa¢ y, i dowrotnie.

UdowodniliSmy w ten sposob ciaglo$¢ funkcji g w punktach
wewnetrznych przedzialu G. Gdy przedzial G jest otwarty, to tym
samym dowod jest zakonczony. Gdy jest domknigty, to przedziat
F jest takze domkniety. Jezeli liczby x; i x, sa koncami przedziatu F,
to liczby y, = f(x,) i y, = f(x,) sa kohcami przedzialu G.

Gdy funkcja f jest rosnaca w przedziale [x;, x,], to definicj¢
jej (rys. 54) rozszerzamy na przedzial (— oo, o) przyjmujac f(x) =
= f(x;)+x—x; dla x <x; i f(x)=f(x)+x—x, dla x> x,. Gdy
funkcja f jest malejaca, to przyjmujemy f(x)= f(x,)—x+x, dla
x<x; 1 f(x)=f(x,)—x+x, dla x> x,.

Tak rozszerzona funkcja jest w calym przedziale (— oo, o) rosnaca
Iub malejaca; poza tym jest ciagla. Funkcja odwrotna jest roOwniez
okreslona w calym przedziale (— oo, 00) i jest w nim ciagla, bo jest to
przedzial otwarty. Tym samym funkcja g jest ciagla w [y,, y,].

Xo—8 < X < Xg < Xy <Xg+&.

Cwiczenie,. Dowiesé, ze funkcja réznowartosciowa i ciagla jest rosmaca lub
malejaca.
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Qb
R
b

|
I
}
oy €L

Rys. 54. Funkcja rosnaca rozszerzona do
przedzialu (— oo, o)

§29. Pochodna funkcji odwrotnej

Jezeli f i g sa funkcjami wzgledem siebie odwrotnymi, to

flgx) = x.

Jezeli istnieja pochodne f "1 ¢, to stosujac twierdzenia o roznicz-
kowaniu funkcji ztozonej mamy f'(g(x))g'(x) =1, a stad

¢0) =
X) = ——=.

I (g(x)
Jest to wzor na rdzniczkowanie funkcji odwrotnej. Zostal on wy-
prowadzony przy zalozeniu, ze obie pochodne f’ i g’ istnieja. Wystar-
czy jednak zalozyé¢ tylko, ze f' istmieje.

TwIERDZENIE 29.1 (0 rdézniczkowaniu funkcji odwrotnej).
Jezeli funkcja f jest ciggla i rosnqca lub malejaca w przedziale (a, b),
a ponadto ma pochodnq rézng od zera w punkcie y tego przedziatu, to
funkcja odwrotna g ma pochodng w punkcie x = f(y) i jest

(29.1)

1
g flgx)




158 " IIL. Ciagi i szeregi

Dowo6d. Oznaczmy w dowodzie przez o punkt, w ktorym funkcja
f(x) ma pochodna r6zna od zera i przyjmijmy, ze Xo = f(t,). Wprowa-
dzmy funkcj¢ pomocnicza o(t) okreslona tak samo, jak w dowodzie
twierdzenia o roézniczkowaniu funkcji zlozonej (str. 144). Wtedy

x—xy = f(g(0) =/ (gxo)) = (g(x)—g(x0)) (f'(g(x0) +a(g(x),
a stad dla x # xg

g(x)—g(Xo) 1
(252 x—xo  [lgkxo)+elgta)
Gdy x—x,, wtedy o(g(x)) dazy do zera, bo funkcja g jest ciagla
i réwna t, w punkcie x,, a funkcja o jest ciagta i rowna 0 w punkcie .
Wobec tego z (29.2) dostajemy w granicy gx)=1/f ’(g(xo)), co
dowodzi twierdzenia.
Zauwazmy jeszcze, 28 réwnoéé (29.1) przybiera postaé algebraicz-
nej tozsamosci, gdy pochodne przedstawimy jako ilorazy rozniczkowe:

dy _ 1
dx“@
dy

§30. Logarytm naturalny

Funkcja Inx jest funkcja odwrotng do ¢€*. Jest ona okreslona
w przedziale (0, c0) 1 jest w tym przedziale ciagla i rosnaca (rys. 55).
Dla 0 < x <1 przyjmuje wartosci ujemne, a dla x>1 wartosci

Rys. 55
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dodatnie. W punkcie 1 ma wartos¢ 0. Pochodna tej funkcji obliczamy
wedlug wzoru ogolnego (29.1). Poniewaz (€) = e, wigc

1

eln x

®im

(nx) =

Funkcja In(1+x) jest okreslona w przedziale (—1, o), a W prze-
dziale (— 1, 1) daje si¢ rozwina¢ w prosty szereg potegowy. W tym celu
wychodzimy z szeregu

1
1+4+x

(30.1) = lex+xE—...,

ktory jest zbiezny w przedziale (—1, 1). Lewa strona tej rdwnosci jest
pochodna funkcji In(1+x), a prawa jest pochodna szeregu

(30.2) X,

ktory na podstawie twierdzenia 20.1 (str. 139) jest rowniez zbiezny
w przedziale (—1, 1). Poniewaz pochodne te sa rowne w przedziale
(—1, 1), wigc same funkcje roznia sie o pewna stata C

x2 x3

(30.3) In(l4x) = C+i—m+— ..

1 2 3

Pozostaje wyznaczenie stalej C. Poniewaz jest ona ta sama dla calego
przedzialu, wiec mozemy ja wyznaczy¢, podstawiajac w (30.3) x = 0.
Mamy wtedy 0 = C. Wobec tego mamy ostatecznie dla —1 <x <1
rownosc

2 3

X X X
(304) ln(1+x) = T'—"2—+? ,
czyli
(30.5) In(l+x) =Y (—1)"-1’%.
n=1

Udowodnimy po2niej, ze réwnosci te sa spelnione takze dla x = 1. Natomiast dla
x = — 1 szereg po prawej stronie jest rozbiezny (str. 130), jak rowniez dla x| > 1 (gdyz
kazdy szereg potggowy jest rozbiezny poza przedzialem zbieznosci).
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Cwiczenia. 1. Obliczyé pochodne funkcyj

1+x
In——om- ,
1—-x

x*In(x?), In(14x?), lnx+In3, In{lax), In(l1+e™).

2. Obliczyé przyblizona warto$¢ In} na podstawie wzoru (30.4).

§ 31. Logarytmy o dowolnej podstawie

Poniewaz a = e™° (a > 0), wigc

ax — exlna.

Stad na podstawie twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji ztozonej jest
(a¥) = ¢*"%Ina = a*lna. Mamy wigc wWzor

(@) = a*Ina.
Zatem pochodna' funkcji wyktadniczej a* jest ujemna, gdy 0 <a <1,
a dodatnia, gdy a > 1. Stad wynika, ze funkcja wykladnicza a* (rys. 56)
jest malejaca, gdy 0 <a <1, a rosnaca, gdy a>1. Gdy a=1, to
a =1

4 Y
¥ Y
" /xom
0 z
I
109%'2’
0
Rys. 56 Rys. 57

Funkcje odwrotna do a* nazywamy logarytmem o podstawie
a i oznaczmy przez log,x; zakladamy przy tym, Zze a jest liczba

dodatnia, rézna od 1.
Funkgja log, x (rys. 57) jest malejaca, gdy 0 < a < 1, a rosnaca, gdy

a>1; w obu przypadkach jest log,1 = 0.
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Przy wszelkich dodatnich a, x i y(a # 0) sa spelnione nastepujace

réwnosci:
log,xy = log,x+log,y,
x
loga; = log,x—log,y,
(31.1) log,x? = plog,x (p dowolna liczba),

Inx

log,x = —
=a Ina’

1
log,x) = ———.
Wzory te mozna wyprowadzi¢ przez nastepujace przeksztalcenia:

log,xy = log,(a"*- as) = log,(a"*%*"1*’) = log,x +log,y,

logax

loga');' = log, <L> = log,(a"*=*~1°=%) = log,x—10g,y,

aloga y

log,x? = lc;ga((a“’g“")") = log,(a?"°#**) = plog,x,

log,x*Ina _In(a"**) _Ilnx

log,x =

lna Ina Ina’
. (InxY 1
(log, )’ = (E‘) = ¥ina

Poniewaz Ine = 1, wigc z przedostatniego ze WZorow (31.1) wynika
log,x = Inx.

W szczegdlnosci wiec wzory (31.1) sa prawdziwe dla logarytmow
naturalnych i mozna w nich wszgdzie zamiast log, napisa¢ In.

Cwiczenia. 1. Udowodnié, ze dla wszelkich dodatnich i roznych od 1 liczb
a i b zachodzi wzor

log,b-log,a=1.

11 — Wstep do analizy matematycznej
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2. Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcyj

2%, log,(1+x), In— 2%,
82 (1 +x) n1+3*
3. Udowodni¢, ze
1 2
(logxa)' = _(_Og.&
xlna

§32. Pochodne funkcyj potegowych

Przez funkcje potegowq rozumiemy funkcje
J(x) = x*
wykladnik a moze byé¢ dowolnie ustalona liczba (rys. 58). Przypadek

calkowitego a omowilismy juz w §§24 i 26 rozdziatu II. Gdy a nie jest
calkowite, ograniczamy sie do dodatnich wartosci x.

‘ &
y [
D //rs:
)
3
y=7
-1
y=x *
yz‘c—l
Y=a~2
0 z
Rys. 5§

Przedstawiajac funkcj¢ potggowa w postaci

fx) = e,

latwe znajdujemy jej pochodna

a a
f;(x) — ealnx — xa; — axa—l,

X

§ 32. Pochodne funkeyj potegowych

stad wzor ogélny
(xY =ax*"1' (x> 0).
W szczegdlnosei jest
1

1 .
(xlln)l — ;x—(n~1)/n i (x—lln)/ — ___Ex—(n+1)/n’
co mozna tez napisac
({n/;)r __ 1 i 1 '= 1
nn/xn—l n/x nn/xn+1.

W zastosowaniach najczesciej wystepuje pierwiastek kwadratowy,
ktéoremu odpowiada wzor

oL
WA =5

wzor ten warto utrwali¢ sobie w pamieci. ROwnie wazny jest wzor

(In(x+./x*+a) = ——)—;ﬁ (x*+a>0),

ktory wynika z nastepujacego rachunku:
1+ 6+ ay P
(ln(x+\/;2—+—5))’—(x+‘/x2+a),— 2/x*+a  /x*+a
x+./x*+a  x+./x*4+a x+./x*+a
B x*+a+x 1
VxP+a(x+./x*+a) \/x2+a'

Funkcja potggowa x° rozni sie tym od wykladniczej a*, Ze
w potegowej zmienna jest podstawa a staly wykladnik, w wykiadniczej
za$ odwrotnie, stala podstawa a zmienny wykladnik. Sa to funkcje
rozne. (Zatem wykladnik nie jest przemienny z podstawa, jak w iloczy-
nie sa przemienne czynniki) W obu zreszta przypadkach znalezienie

pochodnej polegalo na sprowadzeniu do naturalnej funkcji wyklad-
niczej przez utworzenie funkcyj ztozonych e’l"* czy tez e*'ne,
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Te sama metode mozna tez stosowac do przypadku, kiedy zarow-
no podstawa, jak i wykladnik sa zmienne, a wigc do funkcyj postaci
F(x) =g (g(x) > 0).
Mozemy mianowicie napisac '

F =eflno,

F =/ "0(flng) = g’ (g-g +f’1ng>-

a stad

Ostatecznie wigc jest
@) =g’ (f%+f’lng>-

Wzoru tego nie musimy pamigtac, gdyz w praktyce jest wygodniej
stosowa¢ omawiang metode (sprowadzenia do funkcji wykladnicze;j)
w kazdym przypadku osobno.

PrzykrAD 1.
(XY = (™% = ™ *(xInx) = x*(Inx+1) (x> 0).
PrzyKzAD 2.
((ln x)xz)/ — (elenlnx)/ = ¥’ Inlnx(x2|nInx) =

= (Inx)** (2x1n1nx+—§~) (x> 1).
Inx

Cwiczenia. 1. Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcyi:

x ln,/1+x—,/1-x @x*+4x2+3)/x—1  2+./x
JIHxE STrx+ /T 15x* T2 %

2J1+2x, 3x+x3 +xx+33’ x~2x2, (logzx)e".

In

2. Wskaza¢ przedzialy, w ktorych nizej podane funkcje sa rosnace i przedzialy,
w ktorych sg malejace:

2—X
xe™*, (Inx)>*—2lnx, —
(lnx) x x 2+x
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Wzbr (30.4) nadaje si¢ do przyblizonego obliczania logarytmoéw,
ale tylko dla wartoéci x bliskich zera. Chcac obliczy¢ logarytmy liczb
naturalnych poddajemy ten wzdr pewnemu przeksztalceniu.

Zastepujac we wzorze (30.4) x przez —x mamy

(33.1) In(l—x) = -2 -~ —

1 3 5
(33.2) ln—i-’-‘-=2(f+5—+3‘-—+ )

Taki rachunek ma charakter intuicyjny. Sciste wprowadzenie tego wzoru musi sig
opiera¢ na pojeciu sumy szeregu jako granicy ciagu sum czgsciowych. Udowodnimy
ogblnie, ze jezeli szereg ). a,x" jest zbiezny w przedziale (—r,7) i b, =a,,, ¢, =

n=0
= Qzp+1, O

(33.3)

ek

[=e] o
= 2, 2n+1
a,x"= Y bx*+ Y ¢, x*"
n=0

n n=0

i szeregi po prawej stronie sa zbiezne w (—r, r).
Oznaczmy odpowiednio przez s¥(x), t¥(x) i uf(x) sumy czgSciowe szeregow

(33.4) Yola.x, Y bx* i Y e, xP L
n=0 n=0

Przez indukcje dostajemy nieréwnosci
) <shlx) 1 uF() < shhe(x).

Ciagi t¥(x) i u¥(x) sa niemalejace i ograniczone dla kazdego ustalonego x z przedziatu
(—r, 1), bo ciag s¥(x) jest ograniczony. Stad wynika, ze ciagi t¥(x) i uf(x) sa zbiezne,
a tym samym i szeregi (33.4). W konsekwencji sa zbiezne takze szeregi we wzorze (33.3).
Oznaczmy odpowiednio przez s,(x), £,(x) i u,(x) sumy czeSciowe odpowiadajace tym
szeregom. Przez indukcje mamy

Sap+1 (x) = tn(x) + u"(x),

skad przez przejécie do granicy otrzymujemy réownosé (33.3).
Rownoéé (33.3) mozna by tez uzyska¢ od razu, korzystajac z twierdzenia 9.2
i z twierdzenia o dowolnym grupowaniu wyrazéw, ktérego w tej ksiazce nie omawiamy.
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Rownos¢ (33.1) mozna napisaé w postaci

In(l—x)= — 3, e
n=1n
odejmujac ja od réwnosdci (30.5) mamy
1+x s
In——=2)> a,x",
DI .Z:o X
dzi = 1-(=1F czylia,,=01ia = —-—1— Wobec tego na podstawie wzoru
gazie a, = n ’ Y 2n T 2n+1“‘2n+1- g p
(33.3) mamy
1 © 2n+1
¥ o I
1—-x  ,Zo2n+1

co jest rownowazne ze wzorem (33.2).

Dla danej liczby naturalnej p dobierzmy x w ten sposob, zeby

1+x p+l1

1-x  p
Stad x = 1/(2p+1). Podstawiajac t¢ wartos¢ do wzoru (33.2) otrzymu-
jemy ré6wnosc

LD S S S
T T A\ T2+ ) 3@p+ 1P S@pt+ 1 )

Dodajac obustronnie Inp mamy

1 1 1
In(p+1) = lnp+2<1(2p+1)+3(2p+1)3+5(2p+1)5+ >,

czyli
1
(2n+1)Q2p+ 1)+t

In(p+1)=Inp+2 )

n=0

(33.5)

Mozemy wiec znalezé logarytm liczby p+1, gdy juz znamy Inp.
W ten sposdb mozemy oblicza¢ kolejno logarytmy liczb naturalnych
wychodzace ze znanej juz réwnosci Inl1=0. Dla p=1 mamy na
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podstawie (33.5)

- 1
In2=2)5 ———-—.
n ";0 (2n+ 1) 32n+1

Dla przyblizonego obliczenia In2 napiszemy

8 1 i 1
(336) In2 = 2< Z (2n+1).32n+1+ Z (2n+1).32n+1>'

n=0 n=9

Oznaczmy przez S, wartoS¢ pierwszej sumy we wzorze (33.6),
a przez R, warto$¢ drugiej sumy w tym wzorze. Jest wigc

Przyblizong warto$¢ S, obliczymy, piszac dwie kolumny liczb:

1/1-3) ~0,33333333333
1/3-3%) ~0,01234567901
1/5-3%) =~ 0,000823 04526
1/(7-37) =~ 0,000065 32105
1/(9-3%) =~ 0,000005 64502
1/(11-3'%) ~ 0,000000 513 18
1/(13 - 3'%) ~ 0,000 000 048 24
1/(15-31%) ~ 0,000 000 004 64
1/(17-3'7) ~ 0,000 000 000 45
o, ~ 0,346 57359018

1/3 =~0,33333333333
1/3* =~ 0,03703703703
1/3° ~0,00411522633
1/37 =~ 0,00045724737
1/3° 2 0,000050 805 26
1/3'1 & 0,000 005 645 02
1/313 2 0,000000 627 22
1/315 = 0,000000 069 66
1/3'7 = 0,000000 007 74

Liczby pierwszej kolumny znajdujemy kolejno, dzielac za kazdym
razem przez 9 wypisana poprzednio liczbe. Liczby drugiej kolumny
znajdujemy, dzielac liczby pierwszej kolumny odpowiednio przez 1, 3,
5 itd. Suma liczb drugiej kolumny wynosi ¢, = 0,346 57359018
i stanowi przyblizong warto$¢ liczby S,; w sumie tej mieliSmy dziewig¢
liczb przyblizonych, wigc

Poniewaz dla n > 9 jest

1 P
(2n+1)-32"+1 = 19-319 gn=9”
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wiec
1 > 1 1 1 1 51
<R, < = : = .
O<R; <1535 X 575~ 19:39 1—3  19-377-8 - 10"
Wobec tego
6
0, <8,+R, < 02+—-—1010,
12
(33.7 20, <1n2 < 20,+

1010
1 ostatecznie
In2 ~ 0,693 147 18.

W praktyce kolejnosé rachunkow jest nieco inna. Najpierw ustalamy dokladnosc,
z jaka chcemy obliczy¢ logarytm. Nastepnie obliczamy poszczegblne wyrazy szeregu
z nieco wigksza dokladnoicia, na ogét o dwa lub trzy miejsca wigcej, gdyz przez
sumowanie liczb przyblizonych btad sig powigksza. Obliczamy tyle wyrazow szeregu, az
otrzymamy wreszcie liczbe, w ktorej wszystkie cyfry sq zerami. Taka metoda empiryczna
pozwala mniej wigcej ustali¢ liczbg wyrazow szeregu, ktore bierzemy w rachube. Ta
metoda nie daje jeszcze gwarancji co do stopnia dokladnosci otrzymanego przyblizenia
i dlatego potrzebne jest jeszcze dodatkowe oszacowanie reszty (liczby R, w poprzednim
przyktadzie).

Liczby In4 nie musimy oblicza¢ ze wzoru (33.5), poniewaz
In4 = 21n2. Wobec (33.7) mamy

4
(33.8) 40, < In4 < 4o, +I%13.

Poniewaz 40, = 1,386294 36072, wigc mamy od razu
In4 ~ 1,386 294 36.
Liczbe In5 obliczymy z (33.5) przyjmujac p = 4:

o 1
1 5 = 4 —_—
n In +2n=§0(2n ] 1),92n+1

Stad

In5 = In4+2(Ss+Ry),
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gdzie mozemy przyjac
So= Y i Ry= Yy
5 n=0(2n+1),92n+1 57 n=4(2n+1)_92n+1'
Wtedy

1/(1-9) =~0,1111111111
1/(3-9%) =~ 0,000457247 3
1/(5-9%) ~ 0,000003 3870
1/(7-97) ~ 0,000 000 029 5

65 =0,1115717749

05 <S5 < 0'5+—~1010,

< 4
9-97-80 ~ 101°

0<Rs<
i wobec (33.8)
32
(339) 40,4205 <In5=In4+2(S5+R;5) < 40‘2+265+W.
Poniewaz 40, + 205 = 1,60943791052, wigc
In5 ~ 1,60943791.
Logarytm z liczby 10 znajdziemy ze zwiazku In10 =In2+InS.
Wobec (33.7) i (33.9) mamy
44
60,+205 <Inl10 < 602+205+W'
Poniewaz 60,+ 205 = 2,302 58509088, wigc
In10 =~ 2,302 58509.

Wszystkie powyzsze logarytmy zostaly obliczone z dokladnoscia
do o$miu miejsc po przecinku. Dalsze cyfry zostaly odrzucone. Sa to
przyblizenia z niedomiarem, bo sa mniejsze od liczb, ktore reprezentuja.
W praktyce czesto uzywa si¢ tez przyblizen z nadmiarem, mianowicie
wtedy, gdy pierwsza cyfra odrzucona jest > 5. W takim przypadku
ostatnia cyfre nie odrzucona zwigksza si¢ o 1.

Cwiczenie. Obliczyé z dokladnoscia do oé$miu miejsc dziesigtnych po przecinku
logarytmy naturalne liczb 3, 6, 7, 8 1 9.
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§ 34. Obliczanie logarytméw dziesigtnych

Majac logarytmy naturalne mozemy ze Wzoru

Inx

logyox = In10

obliczyé logarytmy o podstawie 10, czyli logarytmy dziesigtne.

Jest wiec na przyktad
1,098 61228 < In3 < 1,098 61229,

230258509 < In10 < 2,302 585 10;
stad

109861228 | . 109861229
230258510  E'°° = 7230258509°

wykonujac dzielenie, znajdujemy nierownosci
0,477 12124 < log;03 < 0,477 12126,

skad
logi03 = 0,4771212.

Widzimy, ze przy przechodzeniu od logarytmow naturalnych do
dziesigtnych straciliémy jedno miejsce po przecinku. Chcac tego
uniknaé trzeba obliczy¢ z wigksza dokladnoscig liczbe In10. Oto

przyblizenie dwunastocyfrowe:
In10 ~ 2,302 585092 994.

Zamiast dzieli¢ przez te liczbg, wygodniej jest w praktyce mnozy¢

przez jej odwrotnosc
1

—— 50,434 294 481 903.
In10

Na przyktad

1,098 612 28-0,434 2944819 < log;03 < 1,098 61229-0,434294 482,

0,47712125 < logyo3 < 0,477 121 26,
log,03 ~ 0,47712125.
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W geometrii elementarnej funkcje sinus i cosinus wprowadza si¢
jako stosunki bokow trojkata prostokatnego. W wykladzie analizy,
‘opartym wylacznie na wilasno$ciach liczb rzeczywistych, taka droga
bylaby zupeina niekonsekwencja i wprowadzalaby obcy element do
dotychczasowych metod dowodzenia. Dlatego w tej ksiazce punktem
wyjScia bedzie réwnanie rézniczkowe, podobnie jak w przypadku
funkcji wykladniczej. Ujecie to wiaze bardzo dobrze teori¢ z za-
stosowaniami w fizyce i technice, gdzie zarowno funkcja wykladnicza,
jak i funkcje trygonometryczne pojawiaja si¢ przewaznie jako roz-
wigzania rOwnan rézniczkowych.

ZawieSmy cialo o masie m na sprezynie tak, zeby nastagpila
rébwnowaga (rys. 59); sila grawitacji jest zrOwnowazona przez od-

Rys. 59

powiednie rozciagni¢cie sprezyny i cialo pozostaje w spoczynku
w pewnym punkcie, ktéry oznaczmy przez 0. Jezeli cialo wychylimy
z polozenia zerowego, to rOwnowaga zostanie zachwiana. Na pod-
stawie prawa Hooke’a bedzie na cialo dzialala sila proporcjonalna do
wychylenia i skierowana do gory. Wspolczynnik proporcjonalnosci
k nazywamy stalq sprezyny.
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Jezeli w chwili t wychylenie od polozenia zerowego wynosi y(t), tq
na podstawie drugiego prawa Newtona w czasie ruchu ciala zachodzi
stale zwiqzek

(35.1) my"(£) = —ky(?),

gdzie y'(t) oznacza drugq pochodng funkcji y = y(t), czyli pochodna
pochodnej: y” = (y').
Wprowadzmy funkcj¢

)

Na podstawie twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji zlozonej jest

f’(x)=/%y'<\/%x> i f"(x)=%y"(f%x>.

Wobec tego podstawiajac t = [—x w (35.1), otrzymujemy zwiazek

==

1) = —f ().

W ten sposob rozpatrywane zagadnienie fizyczne zostalo sprowa-
dzone do znalezienia funkcji, ktora jest rowna swej drugiej pochodnej ze
znakiem przeciwnym. Istnienie takich funkcyj udowodnimy, podobnie
jak istnienie funkcyj wyk}admczych metoda szeregdbw potegowych.

Przedtem jednak musimy omowi¢ pewna odmiang zasady indukcji
matematycznej.

§36. Pewna odmiana zasady indukcji matematycznej

Przypusémy, ze chcemy jakie$ twierdzenie, w ktorym wystepuje
litera n, udowodnié dla wszystkich catkowitych n > n,, gdzie n, jest
ustalong liczba catkowitag. Dowodzimy, ze

(I) Twierdzenie jest prawdziwe dla n = ngy;
(II)  Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich catkowitych
n spelniajacych nierowno$ci ny < n < p, to jest tez prawdziwe dla

n=p+1.
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Skoro uda si¢ nam udowodni¢ (I) i (II), to stad juz wynika, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich catkowitych n > n,. Istot-
nie, oznaczmy przez Z,, zbior liczb catkowitych spetniajacych nieréw-
nosci ny < n < ny+m—1. Zbioér Z, sktada si¢ z jednej tylko liczby n,,.
Wobec (I) dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla ne Z,. Przypu-
§¢my, ze jest prawdziwe dla ne Z,, to znaczy dla n, < n < ny+q—1.
Na podstawie (II) jest tez prawdziwe dla n=ny,+q, a wiec dla
wszystkich n spelniajacych nieréwnosci ny < n < ny+g¢, to znaczy dla
neZ,. . Przez indukcje (w pierwotnej postaci) wynika, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla n nalezacych do Z,, przy dowolnym m naturalnym.
Jezeli teraz n jest dowolnie dana liczba naturalna > n,, to nalezy do
zbioru Z,_, . 1 wobec tego twierdzenia jest dla tej liczby prawdziwe.
Tym samym omawiana odmiana zasady indukcji jest udowodniona.

Podobng odmiang mozna tez stosowa¢ do definicji indukcyjne;.
Nowy symbol S, definiujemy dla wszystklch catkowitych n > n,
w nastepujacy sposob

(I)  Definiujemy symbol S, ;

(IT)  Definiujemy symbol S,,; za pomocg symboli S, ze wskaz-
nikami » spelniajacymi nieréwno$ci n, < n < p.

Definicje indukcyjne sa omawiane dokladniej w wykladach aryt-
metyki teoretycznej.

§37. Funkcje cosinus i sinus
Przypusémy, ze istnigja funkcje f(x) spelniajace réwnanie

(37.1) ') = —f(x)

i rozwijaja si¢ W szereg potegowy
o0

(37.2) fx) =) ax"
n=0

Wtedy wewnatrz przedzialu zbieznosci sa spelnione rdéwnosci

0

fix)= 3 (n+1ay.,x",

n=0

FrE= T (1 )1+ 2ags 23"

n=0
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Jezeli zatozymy, ze

a
. W— tkowi >0,
Api2 nTDmE) dla catkowitych n >0

to bedzie spetniona réwno$é (37.1). Z (37.3) znajdujemy kolejno

(37.3)

a a a
— 0 =29 = —9 :
Q=T BTy BT T U
a, a4, ay
%=z BT . T

Niech g, i a, beda dowolnie ustalonymi liczbami i niech A oznacza
wieksza z liczb |a,| i |a,|. Korzystajac ze wzoru (37.3), udowodnimy
przez indukcje, ze

A
(37.4) la,] < p dla catkowitych n > 0.

7 zalozenia nierdOwno$¢ ta jest speiniona dla n=01idla n=1
Przypuéémy, ze jest spelniona dla wszystkich n spelniajacych nier6w-
noéci 1 < n < p. Wtedy na podstawie (37.3) mamy dla n=p—1

_ |ap——1| < A . A
4l = 1) S p-DlpE+ D) G D!
Przez indukcje wynika stad, ze nierdwno$¢ (37.4) jest spelniona dla
wszystkich n > 1; poniewaz jest takze spetniona dla n = 0, tym samym
udowodniliémy ja dla wszystkich catkowitych n = 0.
Wiemy, ze szereg

o A
Z mlen

n=0"""
jest zbiezny w catym przedziale nieskonczonym (—co, o0). Z nier6w-
noéci wiec (37.4) wynika, ze i szereg (37.2), w ktorym wspolczynniki a,
sa okre§lone indukcyjnie przez (37.3), jest zbiezny w tym przedziale
i przedstawia w nim funkcje ciagla speiniajaca rownanie (37.3).
Wprowadzmy oznaczenia b, = dz, 1 ¢, = dan+1- Wtedy jest wobec
(37.3)

b . C,

n

T @n+1)(@2n+2)

i = T ont2)2n+3)

by+1=
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a stad przez indukcje
(=1) . (=1

l =—__.~a1-

n = a
@n)! ™° " @n+ 1)
Ponadto z (37.2) mamy

FE) =Y b,x*>"+ Y ¢, x*"*+1,
n=0 n=0
Wprowadzajac oznaczenia

o) ___I)n ) . n
375 cosx=3 T 2 5 guipe 2 D s
2, Gl Posinx= ) o it

mozemy wigc napisaé

(37.6) S (x) = aycosx+a,sinx.

Wprqwadzone funkcje (37.5) nazywamy odpowiednio cosinus i si-
nus. Mozna tez napisaé

4 3 5
(37.7)  cosx = 1—%+%—..., sinx=%—%+:—!—...
Z rozwinig¢ cosinusa i sinusa widaé, ze
(37.8) (cosx) = —sinx i (sinx) = cosx;
ponadto
(379 cos0=1 i sin0=0,
(37.10) cos(—x)=cosx i sin(—x)= —sinx.

Przyjmujac we wzorze (37.6) a, =1 i a; =0 mamy f(x)=
= COSX; przyjmujac za§ a, =0 i a;, = 1 mamy f(x) =sinx. Zatem
funkcje cosx i sinx sa szczegdlnymi rozwigzaniami réwnania (37.1).

Cwiczenia, Obliczy¢ pochodne nastgpujacych funkcyj:

(sinx)", sinmx, x?sinx+3x%cosx—6xsinx—6cosx,

sinx

axq .
e"*(asinx—cosx), 2%mx  xcosx

J1+(cosx)?, Incosx.

a+bcosx’
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§38. Réwnania funkcyjne cosinusa i sinusa
Udowodnimy, ze jezeli dwie funkcje f(x) i g(x) spelniaja rownanie
(37.1), to znaczy jezeli
(38.1) ff=—fx) i ¢'x)=-—gx),
wtedy zachodzi zwiazek
(382)  fOFx+)+S O)glx+y) = f(x)g W+ *)g();

w dowodzie nie bedziemy wcale zakladali, ze funkcje f i g rozwijaja si¢

W szereg potegowy.
Wprowadzamy funkcje pomocnicza

(38.3) h(x) = £ (x)g' (xo— %)+ (X)g(xo—X),
gdzie x, jest dowolnie ustalong liczba. Stad
K (x) = —f (x)g" (xo—x)+f"(x)g(xo—x) = 0,

poniewaz funkcje f i g spelniaja (38.1). Stad wynika, ze funkcja h jest
stata i dla wszystkich x jest h(0) = h(x). Wobec (38.3) rownose te
mozna napisaé w postaci

F0)g (xo)+f(0)g(x0) = f (x)g' (xo—X)+f" (X)g(Xo—X).

Wzor ten zachodzi dla wszelkich x, i x. Jezeli wigc dane s3 dowolnie
liczby x i y, to przyjmujac x, = x+y dostaniemy wzor (38.2).

W szczegdlnoéci, jezeli przyjmiemy f(x) = sinx i g(x) = cosx, to
wobec (37.8) i (37.9) wzér (38.2) przyjmie postaé
(38.4) cos(x+ y) = cosxcosy—sinxsiny;
jezeli za§ przyjmiemy f(x)=sinx i g(x) = sinx, to
(38.5) sin(x+ y) = sinxcosy-+cosxsiny.

Sa to rownanie funkcyjne cosinusa i sinusa; zostaly one wyprowadzone
dla wszelkich wartosci x 1 y.

Rownoéé (38.2) pozwala wykaza¢, ze funkcja f(x) spelniajaca
rownanie (37.1) jest okre§lona jednoznacznie przez swa wartosc¢
w punkcie 0 i warto$¢ swej pochodnej w tym punkcie. Istotnie,
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przypusémy, ze dwie funkcje f; i f, spelniaja rownanie (37.1) i ze
J10) = £,00),  fi(0) = £3(0).

Wtedy roznica f(x) = f;(x)—f,(x) takze spelnia rownanie (37.1) i jest
fo(Q) = f3(0) = 0. Przyjmujac we wzorze (38.2) f(x) = fo(x) i g(x) =
= sinx, bedziemy mieli 0 = fy(x)cosy+fg(x)siny, a w szczegdlnosci
dla y =0 otrzymamy 0 = f,(x). Stad wynika, ze dla kazdego x jest
f1(x) = f5(x), co mieliSmy udowodnié.

Zatem f(x) = cosx jest jedyna funkcja spetiajacq réwnanie (37.1)
z warunkami

fO=1 i f0)=0;

funkcja za$ g(x) = sinx jest jedyna funkcja spehiajaca réWnanie (37.1)
z warunkami

g0 =0 i g0 =1.

Wiasnosci te moga stuzy¢ za definicje funkcyj cosinus i sinus.
Funkcje

fil)=cos(—x) i g;(x)= —sin(—x)
speiniaja takze rownanie (37.1) i warunki
10 =1, fi0)=0,
910 =0, 41(0)=1.

Stqd’ wynika, Ze cos(—x) =cosx i —sin(—x) = sinx. Jest to inny
dowdd rownosci (37.10).

§39. Liczba =

W geometrii elementarnej liczba = jest zdefiniowana jako stosunek
dlugosci okregu do jego Srednicy. W analizie liczbe T definiujemy jako
najmniejszq liczbe dodatniq, dla ktorej funkcja sinus przyjmuje wartosé 0.
Rownowazno$¢ obydwu definicyj wykazemy w §11 rozdziatu IV.

' Definicja analityczna wymaga uzupelnienia w postaci dowodu, ze
liczba o zadanych wlasnosciach istnieje.

12 — Wstgp do analizy matematycznej
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Poniewaz funkcja sinx jest rowna 0 w punkcie x = 0 ima w tym
punkcie pochodna réowna 1, wiec istnieje taki przedziat (0, b), w kto-
rym jest sinx > 0. Gdyby bowiem w kazdym przedziale (0, b) istnial
punkt h, w ktorym sink <0, to mielibySmy

sinh—sin0 <0
h
i pochodna nie bytaby dodatnia w punkcie 0.

Udowodnimy, ze istnieja w przedziale (0, o) punkty, w ktérych
sinx = 0. Mozna to zrobié obliczajac z przyblizeniem wartosci sin3
i sin4 za pomoca szeregu potggowego (37.7). Znajdziemy w ten sposob
sin3 ~ 0,144 i sin4 ~ —0,756. Zatem funkcja sinx przyjmuje w punk-
cie 3 wartosé dodatnia a w punkcie 4 ujemna. Jako ciagla staje sig
rowna 0 miedzy 3 i 4.

Rachunkow zwiazanych z obliczeniem sin3 i sin4 da sie uniknac
przez nastgpujace rozumowanie:

Przypuéémy, ze w przedziale (0, co0) nie ma punktéw x, w ktorych
sinx = 0; wtedy musi by¢

(39.1) f(x)=sinx>0 w przedziale (0, o),

bo sinus jest funkcja ciagla. Z réwnania (37.1) wynika wtedy, ze
f"(x) <0, a stad, ze pochodna f'(x) jest malejaca w (0, o0). Roz-
patrzmy dalej dwa przypadki: -

L. f'(x)>0 w (0, o0). Wtedy f(x) jest funkcja rosnaca w (0, c0)
i jezeli w pewnym punkcie x, > 0 przyjmuje warto$¢ f (xo) = k > 0, to
f(x)—k >0 dla x> x,. Wobec (37.1) jest f"(x)+k <0 dla x > x,.
Stad wynika, ze funkcja g(x) = f "(x)—f" (%) + k(x—x,) (majaca po-
chodna f"(x)+k) jest malejaca dla x = x,. Poniewaz g(x,) = 0, wigc
g(x) < 0 dla x > x,, czyli f'(x) < £ (xg)—k(x—x,) dla x = xg, cO jest
sprzeczne z zalozeniem f’'(x) > 0.

2. Istnieje liczba x,, > 0, dla ktorej f'(xo) < 0. Poniewaz f’(x) jest
funkcja malejaca, wiec dla x > x; > X jest f'(x) < f'(x;) = —k <O0.
Stad f'(x)+k < 0ig(x) = f(x)—=f (x,)+k(x—x,) jest funkcja malejaca
dla x> x, i robwna zeru W punkcie x = x,;. Stad g(x) < 0, czyili
f(x) < flx)—k(x—x,) dla x> x;, cO jest sprzeczne z (39.1).
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W ten sposob udowodnili$my, e istnieja punkty x > 0, dla ktorych
sinx = 0. Z ciagloci sinx wynika, ze jezeli przez m oznaczmy kres
dolny tych punktéw, to sinmt = 0. Istotnie, gdyby bylo sinm # 0, to na
podstawie twierdzenia 15.1 z rozdziatu II (str. 77), byloby tez sinx # 0
w pewnym przedziale (m,b) i m nie byloby kresem dolnym. Jest
oczywiscie m > 0, poniewaz dowiedliémy poprzednio, ze sinx >0
w pewnym przedziale (0, b).

W ten sposdb poprawno$¢ podanej na poczatku definicji liczby
n zostata w zupelnosci stwierdzona. W §44 podamy praktyczna
metode obliczenia tej liczby z dowolna dokiadnoscia.

- §40. Wlasnosci funkeyj cosins i sinus

Podstawiajac we wzorze (38.5) x=y=3n mamy 0=
= 2sinincosin. Poniewaz sinyn > 0, wigc jest (rys. 60)

cosin = 0.

— 0 %n‘r/ 241 Smox
/ —1 Y= €08 X \

- 0 im ﬁ\/&n T~ &
—1 y--sin @

Rys. 60

Pochodna funkcji cosx jest —sinx; jest ona ujemna w przedziale
(0, m), zatem cosx jest funkcja malejaca w tym przedziale i musi by¢

cosx>0 dla0<x<in i cosx<0 dlain<x<m.

Podstawiajac w (38.4) y = —x, mamy wobec (37.9)
(40.1) 1 = (cosx)?+(sinx)?,
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a stad 1 = (sindm)? przez podstawienie x = 4n. Poniewaz sinin > 0,
wigc musi by¢
: sinin = 1.
Korzystajac ze wzoréw (38.4) i (38.5), wyprowadzamy kolejno
zwigzki

cos(x+3m) = —sinx, sin(x+3m) = cosx,
cos(x+m) = —cosx,  sin(x+m) = —sinx,
cos(m—x) = —cosx,  sin(n—x) = sinx,

cos(x +2m) = cosXx, sin(x + 2m) = sinx.

Ostatnia wlasno$¢ wyrazamy, mowiac, ze funkcje cosinus i sinus sa
okresowe i maja okres 2.

W szezegblnosci jest cosim = cos(—4m) = sin(—in+4n) = sinim.

Zatem w punkcie #m obie funkcje cosins i sinus maja t¢ sama
warto$é (dodatnia). Wobec (40.1) wynika stad, ze cosim = sinim =

= 1/\/5.

Udowodnimy jeszcze, ze jezeli liczby a i b speiniaja réwnos¢
(40.2) a?+br =1,
to w przedziale 0 < x < 2 istnieje liczba x (tylko jedna), dla ktorej
cosx =a i sinx =b.

Z zalozenia wynika, ze 0 < |a| < 1. Poniewaz funkcja cosx jest
ciagla i cos0 = 1, cosin = 0, wigc istnieje w przedziale [0, in] taka
liczba x,, ze cosx, = |a|. Poniewaz (cosxg)? +(sinxy)? = 1, wi;c wobpc
(40.2) jest b* = (sinx,)?, a stad sinx, = |b]. Twierdzenie jest wigc
dowiedzione dla a >0 1i b >0 (bo wtedy a=|a| i b=|b]). -

Gdy a>01b <0, to liczba x = 2n—x, ma zadane wiasnosci, bo

cos(2m—x,) = cos(—x,) = cosx, = la| = a,
sin(2n—x,) = sin{—x,) = —sinx, = —|b| = b.
Gdy a<01i b >0, to liczha x =n—x, ma zadane wiasnosci, bo

cos(m—x,) = —cosx, = —la| = a,

sin(n—x,) = sinx, = |b| = b.
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Gdy wreszcie a<0 i b<0, to liczba x = n+x, ma zadane
wilasnosci, bo

cos(+x,) = —cosx, = —|a| = a,
sin(n+x,) = —sinx, = —|b| = b.

Istnienie liczby x o zadanych wlasnosciach jest wiec udowodnione
we wszystkich przypadkach.
Gdyby istnialy w przedziale. 0 < x < 2n dwie takie liczby x, i x,, ze

COSX; =CO0SX, =a i sinx, =sinx, = b,
to na podstawie wzorow (38.5), (38.4) i (40.1) mieliby$my
sin(x, —x,) =0 i cos(x;—x,)=1.

Poniewaz —2n < x, —x, < 2m, wynika stad x, —x, = 0, czyli x, = x,.
Zatem istnieje tylko jedna liczba o zadanych wlasnosciach i twier-
dzenie jest udowodnione w caloéci.

Z twierdzenia tego wynika, ze dla kazdej pary liczb 4 i B
funkcja

(40.3) Acosx+ Bsinx
daje si¢ przedstawi¢ w postaci

(40.4) JA T+ Brcos(x—x,) (0 < x, < 21);

jest to oczywiste, gdy A = B = 0; gdy co najmniej jedna z liczb A4 lub
B jest rozna od zera, to za x, przyjmujemy taka liczbe, zeby

A —B

—__A2+BZ i sinx0=————,.__A2+Bz.

COSXy =

Wtedy

CO8(X —X) = €08 XCOS(— X)+sinxsin(—x,) =

= COSXCOSX,—Sinxsinx, =

A B .
cosx + sinx,
A%+ B? A%+ B?

co dowodzi, ze funkcje (40.3) i (40.4) sa sobie réwne.
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§41. Funkcja tangens

Funkcje tangens definiujemy wzorem

sinx
gx = ——

cosx’

przedstawia ja rysunek 61.

A
Y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
—JT ——12—31‘. 0
|
|
'\
|
‘\
|
{

Jest ona okreslona dla wszystkich x, gdzie funkcja cosx jc?st rézna od
zera, a zatem wszedzie z wyjatkiem punktéw im 4 kn, gdzie k oznacza
liczbe catkowita. W szczegOlnosci jest

tg0 =0, tgin=1,
tgx >0 dla 0<x<in, tgx<0 dla —in<x<0,
tg(—x) = —tgx.

Na pochodna funkcji tangens mamy wWzOr

(tgx) = (cosx)”
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ktoéry otrzymujemy przez zastosowanie twierdzenia o rézniczkowaniu
ilorazu:

sinx) _ cosx(sinx) —sinx(cosx) (cosx)*+(sinx)* 1
COSX (cosx)? (cosx)® "~ (cosx)*
Pochodna jest wigc wszedzie dodatnia, a sama funkcja rosngca
w kazdym przedziale nie zawierajacym punktéw 3m+km.
Funkcja tangens przyjmuje w przedziale (—%m, 3m) wszystkie warto-

$ci (rzeczywiste). Istotnie, jezeli A4 jest dowolng liczba, to istnieje w tym
przedziale taka liczba x,, ze

sinx; < Acosx,,
bo lim sinx=—11i lim cosx =0. Podobnie istnicje w prze-
x> —n/2+ x—=—n/2+
dziale (—3n, 3n) taka liczba x,, ze

Acosx, < sinx,,

bo lim cosx=01i lim sinx =1 Z tych nieréwnosci wynika

x—rwf2 — x-+qf2 —
tgx, < 4 <tgx,.

Stad dalej wynika, ze dla pewnego punktu ¢ miedzy x; a x, jest
tgé = A, poniewaz funkcja tangens jest ciagla w przedziale (—3=, 7).
Funkcja tangens jest okresowa i ma okres m:

tg(x+m) = tgx;
wynika to z réwnosci

sin(x+m) -—sinx sinx
cos(x+m) —cosx Ccosx

Ponadto ze wzorow (38.4) i (38.5) otrzymujemy

tgx+tgy_

41. t - 27
(4L1) glx+y) T tgxtgy

wzOr ten ma sens dla wszystkich x i y réznych od 47+ kn, dla ktorych
jednoczesnie suma x+y jest rozna od 3n+kn (k liczba catkowita).
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§ 42. Funkcja arcus tangens

Przy wyprowadzeniu funkcji odwrotnej do tangensa musimy
ograniczy¢ si¢ do takiego przedziatu, w ktorym tangens przyjmuje
kazda wartoéé tylko raz. Obierzmy w tym celu przedziat (—3m, 37
(rys. 62). Funkcje odwrotna do funkcji tangens rozwazanej wylacznie
w tym przedziale nazywamy arcus tangens i oznaczamy przez arctgx.
Funkcja arctgx (rys. 63) jest okreslona dla wszystkich wartosci x, a jej
wartoéci naleza do przedziatu (—3m, 3m).

Y]

h
! L Y
1 1
—3 o0 gt &L 1
! _,______,?:,yr,. ___________
! .
I 0 x
|
e & 7 I
| ‘ g
| !
y=1tga (Lo <z <y y=arcig x
Rys. 62 Rys. 63

Funkcja arcus tangens (rys. 63) nie jest w écistym sensie funkcja odwrotng do
funkcji tangens, lecz funkcja odwrotna do jej zacieénienia do przedziaiu (=3, in).
Wybor tego przedziatu jest rzecza umowna; zamiast niego mozna by wzia¢ inny
przedzial, w ktérym funkcja tangens jest rosnaca.

Z wlasnoéci funkcji tangens wynikaja nastgpujace wzory dla
funkcji arcus tangens:

arctg0d =0, arctgl =i,
O0<arctgx<sm dla x>0,
—in<arctgx<0 dla x<0,

arctg(—x) = —arctgx dla  wszelkich x.
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Zgodnie z definicja funkcji arcus tangens wzor arctg(tgx) = x
zachodzi tylko dla przedziatu (—4m, ). Natomiast wzor tg(arctgx) =
= x zachodzi dla wszelkich x. ,

Wazne znaczenie ma wzOr

+y

42.1) arctgx +arctgy = arctg I (1—xy>0).

Mozna go wyprowadzi¢ ze wzoru (41.1) w nastgpujacy sposob:

tg(arctgx)+tg(arctgy)

42.2) tg(arctgx+arctgy) = =
(422)  tglarctg 22 1 —tg(arctgx)tg(arctgy)

= Ty dla dowolnych x, y;
stad

(42.3) arctgtg(arctgx+arctgy) =

+
= arctg 1x —-xyy dla dowolnych x, y.

Lewa strone tej rOwno$ci mozna zastapi¢ przez arctgx-arctgy
pod warunkiem, ze

(42.2) —in < arctgx+arctgy < ¥m.

Wykazemy, ze te nieréwnosci wynikaja z nierdwnosci 1 —xy > 0, czyli
xy < 1. Istotnie, jest

O<arctgx<in dla x>0,
<0;

—im < arctgx <0 dla «x

wobec tego nierdownosci (42.4) sa na pewno spelnione, gdy xy < 0. Gdy
za§ xy > 0, rozpatrzymy dwa przypadki:

1.x>01y> 0; wtedy jest 0 < arctgx+arctgy < n. Gdy ponadto
jest xy < 1, to (x+y)/(1—xy) > 01 wobec (42.2) tg(arctgx +arctg y) > 0.
Stad wynika, 7e arctgx +arctgy < im, bo w przedziale (7, =) funkcja
tangens jest ujemna.

2. x<01iy<0; wtedy —x < arctgx+arctgy < 0. Gdy ponadto
xy < 1, to (x+y)/(1 —xy) < 01 wobec (42.2) jest tg(arctgx +arctgy) < 0.
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Stad wynika, ze —im <arctgx+arctgy <0, bo w przedziale
(—=, —4m) funkcja tangens jest dodatnia.
Udowodnilismy wigc, ze z 1 —xy > 0 wynika (42.4). Wobec tego
dla 1—xy > 0 wzor (42.3) upraszcza si¢ do postaci (42.1).
Cwiczenia. 1. Udowodnié, ze

kn+arctg(tgx) =x dla —in+kn <x <in+kn (k-catkowite).

2. Udowodni¢, ze jezeli xy > 1, to

x+y
arctg
1—xy

+x dla x>0 i y>0,
arctgx +arctgy =

x+
arctg1 y——n dla x<0 i y<O.

1
3. Udowodni¢, ze arctgx-+arctg— =77 dla x > 0.
x

§43. Pochodna funkcji arcus tangens

Dla wszystkich x zachodzi wzor

43.1 tgx) = —.
@3.) (arctgx) = =

Istotnie, na podstawie ogdélnego wzoru na pochodng funkcji
odwrotnej jest .
(arctgx) = (cosarctgx)?;

wystarczy wiec dowiesé, ze

432 tgx)? = .
43.2) (cosarctgx) 57
Oznaczajac arctgx przez y mamy x-=tgy i
siny \?
1+x2=14+@gy)l =1+—] =
+x +(tgy) (Cosy>
_(cosy)’+(siny)* 1 1 _
- (cos y)? " (cosy)®  (cosarctgx)?’

stad wynika (43.2) i w konsekwencji (43.1).
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Udowodnimy teraz wzor

3 5 7
@33)  arctgx =§—%+55-—x7+ L.odla <1,
czyli
-] x2n+1
. =Y (-1 1 .
(43.49) arctgx ngo( 1) T dla |[x|<1

Szereg po prawej stronie tych wzoroéw jest zbiezny, gdyz moduty
jego wyrazow sa niewigksze od wyrazow szeregu zbieznego 1+ |x|+
+|x]?>+ ... Wobec tego mozna ten szereg zrozniczkowaé, co w wyniku
daje

1—x24+x*—x5+...
Otrzymany szereg jest dla |x| <1 réwny funkcji 1/(1+x2), czyli
pochodnej funkcji arctgx. Wobec tego
x x> x5 X7
e ———... dl <1,
"3t s5 7t a I

gdzie C jest stata. Stala te mozemy wyznaczy¢, podstawiajac w ostatniej
réownosci x = 0; otrzymujemy wtedy 0 = C +0, co dowodzi wzoru (43.3).

W §21 rozdz. IV udowodnimy, ze wzor (43.3) jest takze prawdziwy
dla x = 1. '

Cwiczenia. 1. Obliczyé pochodne nastepujacych funkcyi:
(tg\/;)‘*, Intgin+3x), (tgx)"*, x*arctgx, arctg./1—x2.

2. Udowodni¢ wzér podany w éwiczeniu 3 z poprzedniego paragrafu, przez
obliczenie pochodnej funkcji wystepujacej po lewej stronie tego wzoru.

arctgx =C+

§ 44. Obliczenie przyblizonej wartosci liczby =

Wzory (42.1) i (43.4) pozwalaja wygodnie obliczy¢ liczbe © z dowol-
nie duzg dokladnoscia. Jest bowiem

l+_%_

2arctgl = arctg 15 — = arctgyy,
—35
S+1s
4arctglt = arctg—s = arctg(l +1lo),
— 144
\ (1+1h)—1
4arctgt—arctgl = arctg————— = arctgzis.
g5 g g1+(1+_1i_9) g239
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Poniewaz arctgl = 4m, z ostatniej rownosci wynika

in = darctgi—arctgziy,
a stad
© (-n" - (-1

4.1 =16 ey
@D m=16 Y G st L G 1) 2307

Chcac znalezé przyblizong warto$¢ liczby © weZzmiemy np. z pierw-
szego z tych szeregbw pig¢ wyrazow, a z drugiego jeden wyraz:

(44.2) p=16<1 ! ! ! L ) 4

57357555 7.5 9.5 ) 239"

Obok podane sa przyblizenia dziesigt-
ne wystepujacych w (44.2) utamkow ob-
liczone z niedomiarem. Jezeli wigc przez
¢ oznaczymy liczbe

+1/5 =402
—1/(3-5% ~ —0,002 666 66
+1/(5-5% = +0,000 064
~1/(7-57) ~ —0,000001 82
+1/(9-5°) & +0,00000005

+0,197 395 57 ¢ =16-0,19739557—0,01673640 =
—4/239 -~ —0,01673640 = 3,14159272;
to beda spelnione nieréwnosci
3 16
44.3 —_—— e
( ) c 108<p<<7-i—108,

gdyz w rozwazanej sumie wystepuje 162+ 1 = 33 razy liczba z niedo-
miarem, wzieta ze znakiem —, i 16 razy liczba z niedomiarem, wzigta
ze znakiem +.
Réznice m—p mozna oszacowaé podobnie jak przy obliczaniu
logarytmoéw przez szeregi geometryczne:
IS U B

(2n+41)-5%2+1 7 7 & (2n+1)-23920+1
< 16 1 4 4 1 _

11-570 1—2% "3-239% 1—z7lsp
_ 16 + 4 < 2
T 11-5°-24 3-239-57120  10%

In—p| <16 Y

n=35
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Wobec tego jest

2
<T—p<-—=

108 108’

. .y . 35 18 .
co lacznie z nieréwnoéciami (44.3) daje T <T< G+W’ czyli

3,14159237 < mt < 3,141 59290.
Znalezliémy wiec m z doktadnoscia do 6 cyfr po przecinku
n ~ 3,141 592.

Wzér (44.1) podat J. Machin (okoto roku 1700) i obliczyt za jego
pomoca liczbe n z dokladnoscia do 100 cyfr po przecinku. ‘
Oszacowanie réznicy m—p przez szeregi geometryczne, jak to
zrobiliémy wyzej, nie jest wygodne. Mozna to zrobi¢ prosciej i lepiej,
korzystajac z pewnego ogdlnego twierdzenia, ktore podamy w nastep-
nym paragrafie.
Tutaj podamy jeszcze pewien wierszyk, ktory ulatwia zapamigtanie
poczatkowych cyfr liczby m:
Byt i jest i wieki stawionym 6w bedzie,
Kiory kot obwod érednica wymierzyt,
Stawcie Archimeda, aby 6w maZ dzierzyl imi¢ medrca.
Liczac litery w kolejnych wyrazach i zapisujac odpowiednie cyfry
znajdujemy z latwoscia przyblizenie liczby m:
3,141 592653 589 793238 46.
Istnieja rozne wierszyki na liczbe , zaden jednak nie jest zadowa-
lajacy pod wzgledem literackim; brakuje w nich rymu, rytmu, a nieraz

zgola sensu. Podany wyzej wierszyk jest jednym z najstarszych,
autorem jego jest Edward Krzemieniewski.

§ 45. Szeregi o zmiennych znakach

Szeregi wystepujace we wzorze (44.1) maja t¢ wlasnos¢, ze wyrazy
ich sa na przemian dodatnie i ujemne, przy tym moduty ich maleja.
W takim przypadku mozemy wygodnie oceni¢ roznice miedzy ich
sumami a sumami czgSciowymi.
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TwIERDZENIE 45.1 (Kryterium Leibniza). Jezeli ciag a, jest
malejgcy i ma granice 0, to szereg

o0

s = Z (—l)nan

n=0
jest zbiezny. Ponadto dla kazdego n naturalnego sq spelnione nieréwnosci

m
Sgn—1 < S < Sy, gdzie  s,= ) (=1)a,
n=0

Dowd6d. Wobec zatozenia jest

Aan—0G2n+1 >0, Agne2 >0 1 Aan+1—G2ns2 > 0,

zatem
Sop—1 < San—1H{(G2n—02n+1) = S2n+1 < S2n+1FG2m42 =
= Sont+2 = Son—(A2n+1—A2n+2) < S2n-

Stad

Som—t < Sogmi1 < Szn+2 <Szn dla m naturalnych.

Ciagi wybrane s,, i Sz,—1 52 wiec monotoniczne i ograniczone. Sa
zatem zbiezne. Przechodzac do granicy z réwnoscia
Sop—S2m—-1 = Aaps
mamy lim sy,— lim 53,-1 =0, skad wynika lim s, = lim 83,-1 =
n—* o0 n—c n—+ao n-w

= lim s,,.

n—+o

Udowodnilismy wiec zbiezno§¢ ciagu. Jezeli s oznacza jego sume,
to musi byé sz,—1 < S < Sz, DO CiaE S25-1 jest rosnacy, a s,, malejacy.

Zastosujemy to twierdzenie do wzoru (44.1). Jezeli s i t oznaczaja
odpowiednio sumy szeregow wystepujacych w tym wzorze, a s, it,
sumy czesciowe tych szeregbw, to zamiast (44.2) mozemy napisac
p = 16s,—4t,. Poniewaz n—p = 16(s—s,)+4(to—1) 1 55 <5 <5y,
t; <t <ty Wi

16

11511

co jest oszacowaniem prostszym i dokladniejszym niz to, ktore
znalezliémy w poprzednim paragrafie.

4
—16(s5—54) < m—p < 4(to—1t1) < 35353
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§46. Dwumian Newtona
Funkcja (1+x)?, gdzie « jest dowolng liczba rzeczywista, jest

okreélona dla wszystkich x > — 1. Przypu$émy, Ze ta funkcja rozwija
sie w szereg potggowy

(46.1) (1+x)7 = icnx".
n=0

W celu znalezienia wspotczynnikéw c,, zrézniczkujemy obustron-
nie powyzsza rownosc:

a(l+x)*" =Y (n+1)ces 1 X"
n=0

Stad
(14x) Y (+1)cpe1x" =0 ), ¢, X",
n=0 n=0
czyli
Y (- 1cs 1 X"+ Y, (n+D)cpe XM = Y. ac,x".
n=0 n=0 n=0

[+ o] <)
Poniewaz Y (n+1)c,+1x""! = ) nc,x", wigc ostatecznie mozemy
n=0 n=0
napisac
o0

w0
3 ((r+ Deps s +nc)x" = Y, ac,x".
n=0 n=0

ROwnoéé ta bedzie spelniona, gdy przyjmiemy, ze
(n+1cys1 +n0c, = 0C,,
czyli
o—n

462 _rn
( ) Cp+1 n+1cn

da n=0,1,2,...

Podstawiajac x = 0 we wzorze (46.1), znajdujemy

(46.3) Co=1.
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Wobec tego z (46.2) obliczamy kolejno

a(e—1) _ afa—1)(a—2)
12 77 123

o
Cq =I, Cy

i og6lnie R

_ a(@—1)...(a—n+1)
T

Liczby c,, okreslone indukcyjnie wzorami (46.2) i (46.3), oznaczamy

symbolem Z) Jest wigc

o a—nfo _
<"+1>=M<n> n=0,1,2,..),

o

(5)-1

Musimy jeszcze obliczy¢ promien zbieznosci szeregu (46.1). W tym
celu postuzymy si¢ nastgpujacym twierdzeniem ogolnym:

(46.4)

c

n

TWIERDZENIE 46.1. Jezeli istnieje granica lim
n=oiCp+1

, to jest réwna

[e)
promieniowi zbieznosci szeregu ), c,X".

n=0

c .. . .
" | = r i niech x bedzie dowolnie

Dowdd. Przypusémy, ze lim

n=o0 |Cpt1

ustalong liczba, taka ze |x| <r. Dla |x| < g <r istnieje taka liczba

> g dla n > p, czyli

naturalna p, ze
Cn+1

{Cnt 1l <% dla n=p,p+1,...

W szczeg6lnosci jest

le,l
Icp+1| < _?p, lcp+2| <

Icp + 1| < |cpl
q2
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i ogolnie przez indukcje

Icp s+l <% dla n=1,2,...
Wobec tego

|cp+nxp+n| < ]cpx”]

skad wynika zbieznos§¢ rozwazanego szeregu przez porownanie z sze-
regiem geometrycznym

(46.5) S le,|
n=0

n
.

X
q
Niech teraz |x| > r. Wtedy istnieje taka liczba q, ze r < q < |x|

i poprzednie rozumowanie mozna powtorzyC, zmieniajac wszedzie
znak nierownosci na przeciwny. Wobec tego

n

dla n=1,2,...

Icp+nxp+nl 2 lcpxp!

Gdyby rozwazany szereg byl zbiezny, to zbiezny bylby takze szereg
geometryczny (46.5), co dla g < |x| jest nieprawda.

Rozwazany szereg jest wigc zbiezny dla [x| < r, a rozbiezny dla
|x| > r, co oznacza, ze r jest promieniem zbieznosci.

Zastosujmy teraz udowodnione twierdzenie do szeregu (46.1) przy
zalozeniu, Ze o nie jest liczba naturalng. W tym przypadku jest ¢, # 0
i wobec (46.2)

n+1

a—n

Cn

= lim

n—cow

lim

n=—* o

=1,

Cn+1t

zatem promien zbiezno$ci szeregu we wzorze (46.1) jest rowny 1.
Réwnosci (46.1) nie mozemy jeszcze traktowac jako udowodnione;j,
poniewaz na samym poczatku zrobiliSmy zalozenie, ze funkcja (1 + x)*
rozwija sie w szereg postaci (46.1). Od zalozenia tego musimy si¢ teraz
uwolnié. Z dotychczasowego rozumowania wynika tylko tyle, ze szereg

ﬂﬁ:i(ﬁﬂ @#£1,2,..)

n=0

13 — Wstep do analizy matematycznej
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spetnia w przedziale (—1, 1) rownos¢
(46.6) (1 +x) f'(x) = of (x)
i ze f(0)=1. Wobec tego jest

£ ) (XS~ (X
<(1+x)°‘ = (14

a stad wynika, ze iloraz f (x)/(1 +x)* jest staty w (—1, 1). Ppmewaz jest
réowny 1 dla x = 0, wigc jest tez réwny 1 w calym przedziale (—1, 1).
Tym samym roéwno$¢ (46.1) jest udowodniona. '

Jako przyklad na zastosowanie wzoru (46.1), czyli tak zwanego

. . A oy
dwumianu Newtona mozemy wzia¢ rozwinigcie dla o = —3:

2

5
1+x a=0\ 1 ’
czyli
1 1 13, 135 , 1-3-5-7 ,
— =1l xt—x xt— ...

@7 T Trae” Traes

Wzbr (46.1) moze tez stuzy¢é do obliczania przyblizonych wartosci
pierwiastkow. Mozna na przyklad napisac

-3 -

7 11 131 1351 >
- Sl Ee P N Iy e S
5(”2 50724 5027246 50°

Jeszcze lepsza zbiezno$¢ mozna uzyska¢, wychodzac z réwnosci

\/—_ 141 q 119 \~12

~ 100\ 20000

lub jakiejkolwiek innej, ktora otrzymamy, biorac jakiekolwiek grubsze
przyblizenie a liczby ﬁ (w podanym przykladzie 1,41) i piszac

a?—2\"12
\/E=a(1+ > ) .
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Wiedzac na przyklad, ze \/3 jest rowny w przyblizeniu 1,732,
znajdujemy latwo réwnoéé

176 —1/2

ktora przez zastosowanie dwumianu Newtona pozwala bez wigkszego

trudu obliczy¢ \/5 z doktadnoscia do 50 lub wigcej cyfr po przecinku.
Podobnie mozna tez oblicza¢ pierwiastki wyzszych stopni, wy-
chodzac na przyklad z rownosci

10/ 29\ 24 \15
3/ Y il 5 -
3= 5 <1+1000> ., 3/1000 4<1+1000> :
Cwiczenia. Obliczyé ﬁ, \/5 i 3/5 z dokladnoscia do szesciu miejsc po przecinku.

§47. Dwumian Newtona dla naturalnych wykladnikow
Gdy m jest liczba naturalng, to z réwnosci (46.4) wynika, ze
0
S P L P 0 i przez indukcje ™ =0 dla n > m. Wobec
m+1 m+1\m n

tego dla o = m szereg we wzorze (46.1) jest zbiezny dla wszelkich
x i redukuje si¢ do sumy skonczonej

o (m

1= (7).
n=0 n

Funkcja f(x) speinia wtedy réwno$¢ (46.6) dla wszelkich x, skad

wynika jak poprzednio réwno$¢ f(x)/(1+x)" =1 i w konsekwengcji

m

(I+xm=Y <’:)x dla wszelkich x.

n=0

Jezeli a i b sa dowolnymi liczbami (a # 0), mamy stéd dia x = b/a

b\" m b\" m
Sasorman (i) = § (N)E) - £ ()

czyli ostatecznie

(a+b)" = i (::)a"‘""b".

n=0
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RoOwnoséé te mozna tez napisac w postaci

m_ [T m my\ m- m\ m- My m .
(47.1) (a+b) -—<0>a +<1>a 1b+<2>a 2b2+...+<m>b. ) ) A

Jest ona spelniona takze dla a =0, a wigc dla zupetie dowolnych

liczb a i b.
Dla poczatkowych naturalnych wartosci m otrzymujemy z (47.1)

rownosci
(a+b)! =a+b,
(a+b)® = a*+2ab+b?,
(a+b)® = a®+3a*b+3ab*+b°,
(@+b)* = a*+4a>b+6a>b? +dab> +b*,
(a+b)° = a®+5a*b+10a3b* + 10a*b® + 5ab* + b°.

Ze wzoru (47.1) mozna otrzymac latwo rozne interesujace zwiazki

dla symbolu (Z) Przyjmujac na przykltad a = b =1 mamy

2m=('g)+('y)+...+(;:),

co trudno byloby wysnu¢ bezposrednio ze wzorow (46.4).

'_%ﬁ

Y= arc cos x y=arc sin @

Cwiczenia. Udowodnié, ze

1. I + " — (=" " =0 dla m naturalnych,

0 1 2 m

m m m m -1 .
. =2" 1 .
2 <0>+<2>+<4>+ +<m> 2! dla m naturalnych i parzystych

§ 48. Funkcje arcus cosinus i arcus sinus

Rys. 64

Obie sa okreslone w przedziale [ —1, 1] i spetniaja w nim nieréwnoéci

0 <arccosx <m, —4n < arcsinx <in.

. Pome‘fvaz sin(arcsinx) = x = cos(arccosx) = sin(3n —arccosx),
wigc arcsinx = 3m—arccosx, czyli

Funkcje cosinus i sinus daja si¢ odwroci¢ w przedziatach, gdzie sa
monotoniczne (rys. 64). Dla funkgji cosinus obieramy (co jest czysta
konwencja) przedziat [0, ], a dla funkcji sinus przedziat [—4m, in].
Funkcje odwrotne nazywamy arcus cosinus i arcus sinus i oznaczmy przez

48.1) arccosx+arcsinx =4n  dla —-1<x<1.

Udowodnimy wzory

1
(48.2) (arccosx) = ————— i (arcsinx) = —1————
1—x 1—x?

arccosx 1  arcsinx.
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Wobec (48.1) wystarczy udowodni¢ jeden z tych wzoréw. Na pod-
stawie ogdlnego twierdzenia o rézniczkowaniu funkcyj odwrotnych

jest

(48.3) (arcsinx) = L

cos(arcsinx)’

Oznaczajac arcsinx przez y mamy X =siny i

J1=3 = /1= Gsiny)? = \/lcosy);

poniewaz —3n < y < 4w, wigc cosy > 01 w ostatniej rownosci zamiast

prawej strony mozna po prostu napisa¢ cosy, czyli cos(arcsinx). '

Zatem

/1—x? = cos(arcsinx),

co wobec (48.3) dowodzi drugiego i tym samym pierwszego ze Wzorow
(48.2).

Rozwiniemy jeszcze funkcje arcsinx w szereg potegowy. Zastgpujac
we wzorze (46.7) x przez —x?, mamy

1- 35
L L. 13, 13

Jioe 2T T
Prawa strona tego wzoru jest pochodna szeregu

LLx 13 %7 135 %7
23 245 2 77

xS+ ...

(48.4)

i

(48.5)

-
I
=

ktory jest dla |x| < 1 zbiezny, poniewaz moduly jego wyrazdw sa
niewigksze od wyrazow szeregu zbieznego (48.4) pomnozonego przez
|x|. Stad wynika, ze funkcja arcsinx rézni si¢ od funkcji przedstawionej
szeregiem (48.5) tylko o stala. Dla x = 0 obie funkcje sa rowne zeru,
a zatem i stala jest rowna zeru. Wobec tego mamy wzdr

5 2:4-6 17

l -
[F%)

X3
T +... da |x<l.

DI b
~

arcsin x+
X = —
1 2

Cwiczenia. 1. Jaki jest szereg potegowy dla arccosx?
2. Rozwina¢ w szereg potegowy funkcje In{(x+./1+x%).
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3. Obliczy¢ pochodne nastgpujacych funkcyj:

. 3 .1
arcsin./x>, arccos./1—x, x3arcsin—,
x

2

1 /1=
—arcsin,/1—x? +~1~ln I——I—x—
x 2 14./1=x2

§49. Zebranie najwazniejszych wzoréw

Umiejetnos¢ postugiwania si¢ rachunkiem rézniczkowym wymaga
doskonalego opanowania tabelki elementarnych pochodnych:

\ Funkcja Pochodna Funkcja Pochodna
¢ (stala) 0 sinx cosx
x° ax"~1 cosx —sinx
e* e* tgx —1—
(cos x)?
a* a*lna arcsinx !
1—x?
. 1 1
nx - arccosx -
x . 1—x2
1
In(x+./a+x? arctgx !
/a+x? 1+ x?

Obliczgnie bardziej skomplikowanych pochodnych wymaga po-
nadto znajomosci nastgpujacych wzorow:

(f+9)y =f'+g (fg) =f'g+1g
(U~ =f'—g (i) _oh
g g

(¢f) =¢f" (c stala)
(fog) =(fog)d.

Stosujqc 'te wzory, nie musimy ich za kazdym razem wypisywaé
i na§t¢p{n’e podstawmé za f i g odpowiednie funkcje, nalezy raczej
pamigtac je jako pewne sposoby obliczania pochodnych. Na przykiad:
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Rézniczkujac iloczyn dowolnej funkcji przez stata roézniczkujemy tylko

te funkcje.
A oto dalsze wzory:
aad =a
@y =a>
log,x = l—r—lf
¢ Ina

X+ y

(a>0)

O<a#1,0<x)

log(xy) = logx+logy

logg = logx—logy

log(x*) = alogx

sin(x+ y) = sinxcosy+cosxsiny

cos(x+y) = cosxcosy—sinxsiny

x>0,y>0
tgx+tgy
t == =7
g(x+y) T _textey

(cosx)? +(sinx)* = 1

cos(—x) = cosx

cos(x+3%m) = —sinx
cos(x+m) = —cosx
cos(t—x) = —COSX

cos(x + 2m) = cosx

elnx = x

Ine* = x

tg(arctgx) = x
arctg(tgx) = x
sin(arcsinx) = x
cos(arccosx) = x
arcsin(sinx) = x

arccos{cosx) = x

sin(—x) = ——siﬁx :
sin(x +4m) = cosx
sin{x+ 1) = —sinx
sin(n—x) = sinx
sin(x+2x) = sinx
x>0
(x dowolne)
(x dowolne)
(—4n <x <4n)
(-1 1)

x2

12!

2 X4

cosx =1——+4

x3 x°

. X
Simx = ———

(@+by" = ('3) a"'+<'1n>a""1b+<';1

TRETRETET]

x x* x® x*
ln 1+x e
(1+x) i3ty
x X3 x5 %
arctgx = ——— 4 ——
g2Xx 173 + T +.

(14+x)0 = 1+<i‘>x+<;>x2+ "

X3

x X
e =14+—F+—+—+..

3!

x6

21 E_a-i-

x7

+ ...

oo Ux<1

>a"“2b2+ +<m>b”‘
m

* (m naturalne).
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Z logicznego punktu widzenia nie jest dopuszczalne, zeby jeden
symbol miat roézne znaczenia. Cheac pod tym katem widzenia po-
prawi¢ definicje symbolu | f(x)dx, mozna przyjaé, ze nie przedstawia
on poszczegolnych funkcyj, lecz pewna rodzing funkcyj. Jednakze takie

" ujecie podwyzsza rzad abstrakcji i nie nadaje si¢ do wygodnego
i jednocze$nie konsekwentnego pisania wzordéw. Z drugiej strony
drobne uchybienie logice, z ktdrego sobie jasno zdajemy sprawe, nie
doprowadzi do nieporozumien.

Rozdzial IV

CALKI I UZUPELNIENIA Z TEORII GRANIC

f&) §f(x)dx () §/(x)dx

¢ (stata) cx .
§ 1. Calki nieoznaczone xa+1 1
X" (@ # —1) In(x+./a+x2)
a+1 A+ x2

Mowimy, ze funkcja F jest funkcjq pierwotng funkcji f w pewnym
przedziale (skoficzonym lub nieskoriczonym), jezeli w kazdym punkcie
x tego przedzialu jest spelniona rownos¢

In|x] cOSX sinx

1
x
e* e” sinx —Cosx

a® 1
(1.1) F'(x) =f(x). e Ina (o7 e
Na przyklad cosx ma funkcje pierwotna sinx w (— oo, c0), bo : larctgf 1 __cosx
.y a*+x? a a (sinx)? sinx
(sinx)' = cosx. o 1 i ;
Jezeli F jest funkcja pierwotna dla f, to: T arcsin> — Injtghx]
—X

1° Funkcja F+ C (C — stala) jest takze funkcja pierwotna dla f,
bo z (1.1) wynika (F+C) =f.

2° Kazda inna funkcja pierwotna dla f musi by¢ postaci F+C,
poniewaz funkcje majace t¢ sama pochodna réznia sig o stala (por. tw.
27.2, rozdz. 11, str. 103).

Stad wynika, Ze wystarczy zna¢ jedna funkcje pierwotna, by
otrzymaé wszystkie inne przez dodanie stalej dowolnej. Moéwimy
czesto, ze funkcje pierwotne sq okreslone z dokladnosciq do stalej
dowolnej.

Funkcje pierwotna nazywamy czgsto calkq nieoznaczong i przed-
stawiamy symbolem

Znalezienie funkcji pierwotnej, czyli catki nieoznaczonej, jest zaga-
dnieniem odwrotnym do zagadnienia znalezienia pochodnej. Dzieki
temu mozna niejako odwroci¢ wzory z rachunku rdzniczkowego i ta
" droga otrzyma¢ wzory dla calek nieoznaczonych. Ze wzgledow czysto
praktycznych wzory te podajemy w lekko zmodyfikowanej postaci
dostosowanej do wygodnych rachunkéw. Wzory nalezy tak rozumieé,
ze prawa strona przedstawia jedna z mozliwych funkcji pierwotnych;
inne znajdziemy przez dodanie dowolnej stalej. Sprawdzenie wzoréw
polega na zrézniczkowaniu funkcyj z prawej strony, co daje funkcje
z lewej strony.

Na uwagg zastuguje calka funkcji 1/x, ktora w tabelce jest podana
jako In|x|. Wynika ona ze wzoru

Jf(x)dx.

Nieoznaczonoéé¢ polega na tym, ze symbol nie oznacza Zadnej Scisle
okreslonej funkcji, lecz nieskoniczenie wiele funkcyj, ktore roznia si¢ od
siebie o stala.

(1.2) ~ muw=% da x#0
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wiec rownosci (2.1) i stosujac reguly rézniczkowania, dochodzimy do
tozsamosci

FE+gxX) =fX)+9(x);  f)—g(x) = f(x)—g(x),
of (x) = ¢f (x),

ktore dowodza, ze wzory (2.1) sa prawdziwe.

bedacego potaczeniem dwoch wzorow

1
(lnx)'=l dla x>0 i (ln(——x))’=; dla x<0.
' X

Wzér (1.2) pozwala tez tatwo sprawdzi¢ przez rozniczkowanie
ostatnia pozycje¢ tablicy:

1 cosix 1 PRZYKLADY.
LolV = Lyy = 290%2% 2 _
(Intg2xl) = tg%x(tgzx) sinix (cosix)? 1 Ul % 1
1 1 1 J‘<x2+‘3‘;>dx=J‘x2dx+§ ?=—3—-+§‘IHIXI:

~ 2sinfxcosix  sin@x+3x)  sinx’ f(e¥=1)dx = [e*dx~[1dx = e*—x.

Obliczanie calek jest rzecza o wiele trudniejsza niz obliczanie
pochodnych. Najwazniejsze metody stuzace do tego celu omowimy
w nastepnych paragrafach.

Cwiczenia. Obliczyé catki nieoznaczone dla nastepujacych funkeyj: -

1 1
+ 2
1+ x? 2+x2+3+xZ

3-2*4+2-3%,  asinx+bcosx,

1 1

J1+x? 1—x2

§ 2. Calkowanie sumy, réznicy i wylaczanie czynnika stalego

Oto najprostsze wzory stosowane przy obliczaniu calek:
[ (f0)+g(o)dx = [ £ (x)dx+] g(x)dx,
2.1) [ (£ () —g()dx = | f (x)dx— | g()dx,
[efx)dx =c [ f(x)dx (c stata).

§ 3. Calkowanie przez podstawienie

Przy obliczaniu calek czesto stosujemy wzér

[7)dx =[flg@)g'®d:r dla  x = g(r),

ktéorym lewa strone rozumiemy jako funkcje zlozona z calki
znaczonej funkcji f(x) i funkcji x = g(z). Wzoru tego dowodzimy,
/u wykazujac, ze pochodne po obydwu stronach znaku réwnoéci
kie same. Istotnie, rézniczkujac lewa strong jako funkcje zlozona
emy f(g(2))g'(2), a wigc funkcje podcatkowa prawej strony.
osowaniach zwykle interpretujemy wzér inaczej. Przyj-
funkcja x = g(t) jest $ciSle monotoniczna (to Znaczy stale
tale malejaca). Wtedy istnieje funkcja odwrotna ¢ = h(x).
eniu w (3.1) ¢t = h(x) lewa strona staje si¢ z powrotem po
nieoznaczona z f(x), natomiast prawa strona staje sie

Mozna je wyrazi¢ stowami: Calka sumy jest rowna sumie calek. Cal
réznicy jest réwna roznicy calek. Czynnik staly wolno wylgczyé p
znak calki.

Wzory te nalezy rozumie¢ z dokladnoscia do stalej de
Dowodzimy ich, wykazujac, ze pochodne funkcyj z lewej
strony rOwnoséci sa sobie rowne. Istotnie, z definicji call
znaczonej wynika, ze

(Jfx)dx) = £ (x),

czyli ze pochodna calki jest réwna funkcji podcalkowej.
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dx
ax+b
mujemy ax+b=t, czyli x = (t—b)/a = g(t). Poniewaz g’(tz = 1/a,
wiec prawa strona wzoru (3.1) ma w tym przypadku postac

1 fde 1
F.ldt _1 f_ = Linjy.
ta a t a

Wracajac do zmiennej X, dochodzimy ostatecznie do rOwnosci

Gdy na przyktad mamy obliczy¢ catke J‘ (a # 0), przyj-

j & _Lilax+bl @#0).
ax+b a

Podstawienie ax-+b =1t jest jednym z najczqéc.:iej §tosowan¥ch
w rachunkach. Powinniémy nabra¢ takiej Wprawy, zel?ysmy stosujac
je, mogli od razu napisa¢ koficowy wynik. Oto jeszcze jeden przyktad.

i i % . Piszemy ja najpierw w postaci
Jest do obliczenia caltka J Trix?
——L. Stosujac podstawienie x+% = t, piszemy od razu wynik
3 1)\2
FH(x+72) .
calkowania —l—arctgx\—/?, ktére nastepnie sprowadzamy do postaci
3 3
4 4

N

ostatecznej

. dx 2 2x+1
J1+x+x2 3 J3 .

Cwiczenia. Obliczy¢ calki nieoznaczone z nastepujacych funkcyj i sprawdzi¢ wyniki
przez réiniczkowanie

1

e=*h cos2x, sin(3x+1),
2x—3

, 1—x+2x%
1 1

1
/——1—x+-2x2, ﬁ——x—xz cosx
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§ 4. Calkowanie przez czesci

Bardzo czesto uzywamy tak zwanej metody catkowania przez czesci,
polegajacej na zastosowaniu wzoru

4.1) (fg'dx = fg— [ f'gdx.

Wzoru tego dowodzimy, rézniczkujac obie jego strony, co prowadzi
do tozsamosci fg' = (f'g+f9)—f'9g. :
PrzykraD 1. Dla obliczenia calki | xcosxdx piszemy

f=x, 4 =cosx,
f'=1, g=sinx
i wobec (4.1)

| xcosxdx = xsinx — | sinxdx = xsinx +cosx.
PrzyktADp 2. Dla obliczenia catki Inx piszemy

f=hx, g¢g=1,

1 wobec (4.1) \ g
flnxdx = xlnx—f%xdx = xlnx-x.

Systematyczne uzywanie w rachunkach tego samego schematu

f o 4q
g

ulatwia pracg i daje dobra gwarancje uniknigcia bledoéw rachun-
kowych. W pierwszym wierszu tabelki stoja czynniki danej calki, na
tzw. przekatnej gléwnej stoja czynniki czesci wycatkowanej, wreszcie
w drugim wierszu tabelki stoja czynniki, ktore nalezy wpisac pod znak
calki po prawej stronie wzoru. Uzywajac tego schematu nie mamy

s nawet potrzeby wprowadzac¢ liter f i g w konkretnych rachunkach. Na
przyklad:
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PrzYKLAD 3. Dla obliczenia calki [x?e*dx piszemy

x2 X

[ x?e"dx = x*e*—2 | xe*dx;
2x
dla obliczenia pozostalej calki piszemy
x & [x*efdx =x?e*—2(xe*~f e*dx) =
1 e = x2e*—2xe* +2e* = (x* —2x+2)e*
Cwiczenia. Obliczyé calki nieoznaczone nastgpujacych funkcyj:

arctgx, arcsinx, arccosx, x3sinx, e*cosx,

arctg(2x—1), xe**sinix.

§ 5. Calkowanie przez przeksztalcenie

Przeksztalcenie funkcji podcalkowej pozwala czgsto dang catke
sprowadzi¢ do calek, ktére umiemy juz obliczy¢.

> rozkltadamy najpierw funk-

PrzyYKLAD 1. Obliczajac calke

cje podcalkowa na tak zwane ulamki proste

11/ 1 N 1
1—x> 2\1+4x 1-—x)

dx _ 1 dx + dx _
1—x? 2 14+x 2 1—x
1

—lnll +x|——1n|1 —x| = —ln

Stad

1+x
1—x|

2
. X .
PrzykiaDp 2. Dla obliczenia catki dex piszemy

X g 2x¥3 g A3
x2—2x—3 = x*—2x—3 (x—3)(x+1)
A B
= atar
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Dobicramy liczby 4 i B w ten sposob, zeby ostatnia réwnos¢ byla
speliona, lub ¢o na jedno wychodzi, zeby
2x+3 = A(x+1)+B(x—3).

Przez poré6wnanie wspolczynnikow przy x i wyrazéow wolnych otrzy-
mujemy réwnania

2=A+B i 3=A-3B,

z ktérych wyznaczamy A =% i B= —%. Wobec tego

x? 9 dx 1 dx
Y gx= | tdxo [ I
Jx2—2x—3dx de+4jx—3 4Jx+1

= x+3ln|x—3|—4In|x+1].
dx

e piszem
4cosx+3sinx P y

PrzYKEAD 3. Dla obliczenia catki j

4cosx+3sinx = Scos(x— x(,) = 5sin(3n+x,—x),
gd21e X, spetia rownosci
(5.1) cosx, =% 1 sinx, = 2.

Wobec tego

d—x —1 __.dl—_..— _llnt _1_n+xo—x
_4cosx+3sinx—5 sindn+x,—x) 5 E\3 2

Liczbe x, mozemy wyznaczyé dzielac przez siebie rownosci (5.1),
co daje tgx, =31 x5 = arctg4, pomewaz wobec (5.1) mozna przyjac
0<xy <3

Najczesciej przy obliczaniu calek stosujemy roézne metody, jak to
pokazemy na nastepujacym przykladzie:

PrzyKLAD 4. Mamy do obhczema calk@ fa*—x dx Stosujqc

\/a —x?

mamy

. %2
2 2 2dx
—x \/a —X

14 — Wstep do analizy matematycznej
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. . , . X .
Pierwsza z otrzymanych calek jest rowna arcsm;, druga obliczamy

przez czgsci:

X

7. o2 2
VAT X ~[__Ji___dx=--x\/az—x2+j'\/az—xzdx.

| R e

Wobec tego mamy rownos¢

X :
[Ja*—x*dx = azarcs1nzl—+x\/a7—x2—— f\/az—xzdx,

z ktorej znajdujemy ostatecznie
2

X . a X
[ Ja?—x*dx = 54 /a*—x* +—arcsin—.
2 2 a

Umiejetno$é catkowania polega na dobieraniu odpowiednich me-
tod w zaleznoéci od typu funkcji catkowanej. W tej ksiazce techniki
catkowania bardziej szczegblowo omawia¢ nie bedziemy.

Cwiczenia. Obliczy¢ calki nieoznaczone nastepujacych funkcyj:

1 1 i 1
%2 24x2  1-2x—3x% 1-2x+3x%

ol e, i

1—2x—3x%

§ 6. Pole pod krzywa

Zagadnienia rachunku catkowego czgsto biora swdj poczatek tam,
gdzie nie wida¢ bezposredniego zwiazku z rachunkiem rozniczkowym.
Zobaczymy w dalszym ciggu, ze z rachunkiem caltkowym wiaze si¢
pojecie pola.

Pole figury F (rys. 65) zawarte] miedzy krzywa y =f(x), osia
x i prostopadiymi do tej osi, wystawionymi w punktach x; 1 x,, to
znaczy pole obszaru okreslonego nieréwnosciami

(6.1) x, <x<x, 1 0<y<f(x)

§6. Pole pod krzywa ° 211

zalezy od trzech danych: od funkcji f; od punktu x, i od punktu x,.
Dlatego symbol wyrazajacy to pole powinien zawiera¢ wszystkie trzy

litery f,x, i x,. Napiszemy go w postaci
2
I f
X1
Symbol ten ma nastepujace wiasnosci:

L Gdy x; < x<x,, to
refr=1s
ILGdy m< f(x) < M w [x,, x,], to
m(x,—x,) < ?f S Mx,—x;) (% < Xp).
x1

Pierwsza wilasno$¢ wyraza, ze jezeli figure F rozetniemy cigciem
pionowym na dwie czesei (rys. 66), to beda one mialy acznie to samo
pole co figura F. Te wlasno§¢ nazywamy addytywnosciq pola.

Druga wlasno$¢é wyraza, ze pole figury F jest nie wigksze od pola
prostokata opisanego na F i nie mniejsze od pola prostokata wpisane-
go w F (rys. 67). Te¢ wlasnos¢ nazwijmy medialnosciq pola.

Sa to dwie charakterystyczne wiasnosci pola. Méwiac to, mamy
na mysli, ze jezeli pewna wielko§¢, zalezna od f, x, i x,, spelnia
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warunki I i TI, to wyraza pole pod krzywa. Dowies¢ tego mozna

dopiero po usciéleniu pojecia pola; mozna tez postapi¢ odwrotnie
i wykorzysta¢ te wlasnosci dla zdefiniowania pola.

bl
v}%;\/—v

|
|
|
|
|
|
|

' |

' |

l |

I i

] . |
x Xy X x x, X

7%

1

Rys. 66 Rys. 67

Na razie rozpatrzmy kilka przykladow.

PrzykiaD 1. Niech f bedzie funkcja stala f(x)= k. Wtedy
z medialnosci wynika, Ze

{ f = ke, —x);

addytywno$¢ jest rowniez speiniona, gdyz k(x—x,)+k(x,—x)=
= k(x,—x,). '

PrzYKLAD 2. Jezeli f(x) = x, to wyrazenie

x2 x2 __x2
(6.2) ="
. X1 2
jest addytywne i medialne, gdyz
x2—x? xZ—-x® x3—x} S x3—x?
) S+=2 5= 2 ) 2 xy(xp—xy) < 2 5 2 < Xy (%5—Xy).

Udowodnimy pézniej, ze wyrazenie (6.2) jest jedynym, ktore dla
rozwazanej funkcji f speinia warunki agidytywnoéci i medialnosci.

 PrzykraD 3. Niech wartoéé funkeji f(x) wynosi 1 dla x wymier-
nych, a 0 dla x niewymiernych. Niech k bedzie dowolna liczba zawarta

§6. Pole pod krzywa = - 213

X2 .
miedzy 0 a 1. Jezeli przyjmiemy [ f = k(x,—x,), to addytywnos¢

X1
X2
i medialno$é beda spelnione. Teraz jednak symbol { f nie jest

x
jednoznacznie okreflony, bo liczbe k (nie wyst@puja,c:ag1 w definicji
funkcji f) mozemy ustali¢ zupelnie dowolnie. W rozwazanym przy-
padku nie ma tez sensu mowi¢ o polu pod krzywa y = f(x).

§ 7. Pojecie calki oznaczonej

. -
Wa.tosé pola j' f zalezy przy ustalonej funkgji f tylko od wyboru

przedziatu [x,, xzfl. Dlatego to pole nazywamy funkcjiq przedzialu.
Pole jest wiec addytywna i medialna funkcja przedziatu. W ostatnim
przykiadzie poprzedniego paragrafu istniato nieskonczenie wiele ad-
dytywnych i medialnych funkcyj przedziatu i pole nie miato okres-
lonego sensu.

Moéwiac ogdlnie o funkcji przedziatu nie ma potrzeby wiazac tego
pojecia z interpretacja geometryczna. Funkcja przedziatu jest okres-
lona w przedziale [a, b], gdy kazdej parze liczb x, i x, nalezacych do
tego przedziatu przyporzadkowuje pewng liczbe; przy tym nie za-
kladamy weale, Ze X, < X,, lecz dopuszczamy takze x, = x, lub
X, > X,. Oczywiscie przy takiej umowie wyrazenie funkcja prze-
dziatu ma znaczenie czysto konwencjonalne.

Funkcje przedziatu nazywamy addytywng, jezeli spelnia warunek
I przy wszelkich x,, x i x, nalezacych do [a, b]. Nazywamy ja
medialng wzgledem f, jezeli spelnia warunek Il przy zalozeniu
a < x; <Xx, <b Warunek ten ma sens, gdy funkcja f jest ograni-
czona w [a, b]; natomiast o funkcji f nie musimy wcale zakladag, ze

jest dodatnia.
X1 X2 x32
Dla x = x, warunek addytywnosci przyjmuje postaé [+ | = §
X3y X1 X1

skad wynika
Ty {f=0.
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X Xy X1

Gdy za§ x, = x,, to {+ [ = [ =0, skad wynika -
x1 x x1
(1.2) j f=- f f.
X1 x

Gdy funkcja f jest ciagta, to warunek medialnoéci mozna napisac
w postaci

T 7= ) SO,

gdzie & jest odpowiednio dobrang liczba miedzy x; a x,. Taka liczba

¢ na pewno istnigje, bo funkcja f jako ciagla przyjmuje wszystkie

wartosci posrednie migdzy m a M.

TwIERDZENIE 7.1. Jezeli | f jest funkcja przedzialu addytywnq
. -
w przedziale [a, b] i medialng wzgledem danej funkcji ograniczonej f, to

funkcja F(x) = [ f jest ciagla w przedziale [a, b].

Dowod. Niech x, bedzie dowolhym punktem przedzialu [a, b]

2
réznym od b i niech x, < x <b. Na podstawie addytywnoSci- § f jest

Foy—FGg = /=3 f = f

Poniewaz z zalozenia istnieje taka stala M, ze —M < f(x) <M
w [a, b], wigc z medialnosci wynika

_Me—xg) < | f < M(x=%o),

czyli [F (x)— F(xo)l < M(x—x). A to dowodzi ciaglo$ci prawostronnej
F(x) w punkcie x,. '
Niech teraz x, bgdzie dowolnym punktem przedzialu [a, b]

X0 x xo
réznym od a i niech a < x < x,. Wtedy F(xo)—F(x) = ff={r=1§£
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a stad |F(x,)— F(x)| < M(x,—x), co dowodzi ciaglosci lewostronnej
F(x) w punkcie x,. Twierdzenie jest wigc dowiedzione w catosci.
X2
TWIERDZENIE 7.2. Jezeli | f jest funkcjq przedzialu addytywnaq
X1
w przedziale [a, b] i medialng wzgledem danej funkcji ograniczonej f,

ktora jest ciagla w (a, b), to funkcja F(x) = { f ma w (a, b) pochodng

F'(x) = f (x).

Dowo6d. Gdy a <x <x,<b, to na podstawie addytywnosci
i madialnoéci rozwazanej funkcji przedzialu jest

x0

fo=f@L

x

Fxg—F() 1
Xo—X  Xo—

gdzie x < £ < x,; gdy za§ a <x,<x<b, to

Fo)—F(x) 1 [,
e -x_xOJf—f@,

gdzie x, < & < x. Wobec ciaglosci funkcji f wynika stad

i PO = F()

xX—*X0 xO —X

= f(xo),

co dowodzi twierdzenia.
Przyjmujemy teraz nastepujace definicje.
Funkcje ograniczong f, dla ktdrej w przedziale [a, b] istnieje

jedyna addytywna i medialna funkcja przedzialu | f, nazywamy

L3

calkowalng w [a, b]. Symbol | f nazywamy wtedy calkq oznaczong od
x; do x, z funkcji f. ‘ k

Zamiast | f zwykle pisze si¢ [ f(x)dx.

X1 xq
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Zgodnie z ta definicja kazda calka oznaczona jest funkcjg prze-
dziatu addytywna i medialna. Natomiast funkcja przedzialu addytyw-
na i medialna jest catka tylko wtedy, gdy jest jedyna taka funkcja, to
znaczy gdy przez funkcje f jest okreslona jednoznacznie. Wobec takiej
definicji catka oznaczona spetnia oczywiscie wzory (7.1)1 (7.2) a takze
twierdzenia 7.1 i 7.2. Przy dowodzeniu tych wzorow i twierdzen
korzystalisSmy z addytywnos$ci i medialnosci, natomiast nie
korzystalismy z jednoznaczno$ci. W dowodach twierdzen, ktore
podamy w nastepnym paragrafie, jednoznaczno$¢ bedzie juz grata role
istotna.

Twierdzenie 7.2 dla calek pochodzi od Isaaca Barrowa (1667),
ktory byt nauczycielem wielkiego Newtona. Twierdzenie Barrowa
stanowi fundament rachunku rozniczkowego i catkowego, wiaze
bowiem pochodng z catka oznaczona. W interpretacji geometrycznej
jest to piekne i nieoczekiwane powigzanie dwoch na pozér odlegtych
pojeé: stycznej i pola.

- _

Dla catki oznaczonej przewaznie jest uzywany symbol | f(x)dx. Zostal on
wprowadzony przez Leibniza. Ksztalt tego symbolu jest zw;aizany z Owczesnym
pojmowaniem calki jako nieskoniczonej sumy iloczynow f(x) przez nieskoficzenie male
wielkoéci dx, zwane rdzniczkami. Pojecie takie nie wytrzymato proby uscislenia
logicznego. Obecnie rézniczce przypisujemy inne znaczenie, ktore nie jest zwiazane

bezposrednio z pojeciem catki. W zapisie Leibniza nie mozna za literg x podstawiac
x2

liczbowych wartosci; na przyklad nie ma sensu pisa¢ | f(1)dl. Litera x ma tu znaczenie

Xt
tylko symboliczne. Pisanie jej daje pewne korzyéci rachunkowe, pozwala bowiem prosto
x2

{ f jest uproszczeniem

zapisa¢ pewne algorytmy na przeksztalcanie calek. Symbol
i X1

symbolu Leibniza. _

Leibniza pojecie calki zostalo usciSlone przez Cauchy’ego. Catka Cauchy’ego
zostala uogodlniona przez Riemanna. Podana przez nas definicja jest réwnowazna
definicji Riemanna. ' ' C S

Znaczenie geometryczne calki oznaczonej wynika z oméwionych
w poprzednim paragrafie wiasnosci pola: jego addytywnosci i medial-
noéci. Poniewaz catka oznaczona jest (jezeli istnieje) jedyna addytywna
i medialna funkcja przedziatu, wigc pole figury okreslonej nieréwnos-
ciami (6.1) musi by¢ rowne cakce od x, do x, z funkcji f. Wobec
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tego calke mozemy uwazaé za analityczny odpowiednik pola i jedno-
czeénie za ufciélenie tego pojecia.

§ 8. Zwiazek miedzy calkq oznaczong a calka nieoznaczona

Podstawowe -znaczenie- dla rachunku calkowego ma nastepujace
twierdzenie, bedace odwroceniem twierdzenia Barrowa. :

TWIERDZENIE 8.1. Zaléimy, ze w przedziale domknigtym [a, b]
funkcja f jest ograniczona, a funkcja F ciggla; zalézmy ponadto, Ze
w przedziale otwartym (a; b) funkcja f jest ciagla i F'(x) = f(x) dla

b
koidego x z tego przedzialu. Wtedy, istnieje catka | f i jest réwna

[f=F®)—F(a).

Dowod. Wyrazenie F(x,)—F(x,) jest fuﬁkch addytywna prze-
dziatu, bo (F(x)—F(xy))+(F(x)—F (%)) = F(x)—F(x,); jest funkcja
przedziatu medialng wzglgdem £, bo na podstawie twierdzenia o war-
tosci éredniej mamy F(x,)—F(x,) = (x,—x,) f (&), gdzie x; < & < X;.
Pozostaje wigc do udowodnienia, ze jest to jedyna funkcja przedziatu

X2 )
o tych whasnosciach, czyli ze jezeli symbol | f przedstawia jakas
addytywha i medialng ze wzgledu na f fﬁnkcj@ przedzialu, to

§ f=F(x))—F(xy). Wtedy na podstawie twierdzenia 7.2 funkcja

X1

x
Fi(x)={ f ma w (a, D) pochodna f(x), z czego wynika, ze w tym
prze:dziale1 musi zachodzi¢ réwnosé

8.1 F,(x)=F(x)+C,

gdzie C jest pewna liczba (stala). ‘Ale na podstawie twierdzenia 7.1
funkcja F,(x) jest ciagla w przedziale domknietym [a, b], a funkcja
F(x) jest. w tym przedziale ciagla z zalozenia. Wobec tego réwnos¢ (8.1)
zachodzi w catym przedziale [a, b]. Jezeli wigc X, i x, sa dowolnymi
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