' IBLIOTEKA MATEMATYCZNA

KOMITET REDAKCYINY

A. Bialynicki-Birula, M, Dryja, K. Geba, K. Goebel,
A. Hulanicki, J. Janas, S. Lojasiewicz, R. Malesifiski SEKRETARZ.
W. Mlak, W. Szlenk, A. Weron, J. Zabczyk, R. Zieliriski,
W. Zelazko PrzEwoDNICZACY

TOM 75

WYDAWNICTWO NAUKOWE PWN

HANNA MARCINKOWSKA

Dystrybuq]e
przestrzeme Sobolewa,
r0wnan1a rozmczkowe

WARSZAWA 1993 -



ROZDZIAL 1

WSTEPNE WIADOMOSCI Z TEORII DYSTRYBUCJI

s
Coeet

L 'Rb'_zszérzég‘l:i‘e‘op_éracji rézniczkowania
' Zajmiemy .si:g: takim uogélnie_niel_n operacji rézniczkowania, by mozna jg bylo
stosowaé do funkcji nie majacych’ pochodnej w zwyklym sensie. Wykazemy na
przykladach, Ze potreeba takiego uogélnienia istnieje przy rozwazaniu prostych
zagadnie: fizycznych prowadzacych do réwnas rézniczkowych z warunkami brze-
. gowymi., + ! . -

1.1. Wyznaczanie drgai struny metoda Fouriera. Rozwaimy naste-
pujace zagadnienie: wyznaczyé drgania swobodne (tzn. bez udziatu sit zewnetrz-
nych) struny spresystej zamocowanej na koiricach, ktéra w chwili poczatkowej
wychylono z polozenia réwnowagi, nadajac jej jeflnoczeénie pewna predKosé.
Uméwmy sie, ze w poloZeniu réwnowagi struna wypelnia odcinek [0, a] osi z-6w
i oznaczmy przez u(z,t) wychylenie punktu z struny w chwili . Przy zalozeniu,

" 2e wychylenie to Jest male oraz ze struna zrobiona jest z materiatu o stalej ge-
stosci o, dowodzi sig ([31], rozdz. II, § 1), ze funkcja u spelnia liniowe réwnanie
rozniczkowe
(11) | ﬁum-cizu,t=o 0<z<at>0),
gdzie ¢ = gT-1 a T oznacza wielkoé naprezenia poczatkowego struny.

Zaleznos¢ (1.1) jest nazywana réwnaniem struny drgajgcej, ktére Jjest szczegdl-

" nym przypadkiem réwnania JSalowego

1

(1.2) | Agti— Su=f (z€RYteR),

gdzie Azu = 2}1:1 uz;,,.J oznacza laplasjan: funkeji u.wzgledem .zmiennej prze-

strzennej x € R (réwnanie rézniczkowe Aw =0, gdzie Aw = 2 i=1 Wzjs; , Na-

- zywamy réwnaniem Laplace’a,. wyrazenie Aw nosi nazwe laplasjanu, a operator
réiniczkowy A jest operatorem Laplace’a). o :

‘ Operator rézniczkowy, wystepujacy po lewej stronie réwnania (1.2) nosi nazwe
_operatora d ’Al_embig’ftd i jest oznaczany symbolem O, lub O, gdy nie ma potrzeby
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podkreslania wymiaru przestrzeni. Wyrazenie O,u nazywamy dalembertianem

funkcji u.
Z danych zadania wynika warunek brzegowy

(1.3) u(0,t) = u(a,t) =0
oraz warunki poczatkowe _ .
(1.4) u(z,0) = g(), uy(z,0) = h(z),

gdzié g ik 53 danymi funkcjami.

Zagadnienie (1.1), (1.3), (1.4) jest przyktadem zagadnienia mieszaniego (inna »
nazwa: zagadnienie brzegowo-poczqtkowe). Do rozwigzania tego zagadnienia za- . -

stosujemy metode pochodzaca od matematyka francuskiego J. Fouriera. Zacznie-

my od znalezienia rozwiazafi réwnania (1.1) pewnej specjalnej postaci, a miano-

wicie
(1.5) ' u(z,t) = v(z)2(t).
Réwnanie (1.1) Przyjmuje wéwczas réwnowasng postaé
-,vll zl{
(1.6) O

skad wynika, Ze obie strony muszg by¢ réwne stalej, ktéra oznaczymy przez .
Dla funkcji v otrzymujemy w ten sposéb réwnanie rézniczkowe zwyczajne (za-
wierajace parametr) '

(1.7) v = Qv
oraz wynikajacy z (1.3) warunek brzegowy
(1.8) ' v(0) = v(a) = 0.

Jedno g rozwiazai zagadnienia brzegowego (1.7), (1.8) mozemy podaé na-
tychmiast: jest to funkcja v = 0. Rozwigzanie to jest jednak nieprzydatne, gdyz
prowadzi do funkcji 4 = 0, ktéra na ogol nie spelnia warunkéw poczatkowych
(1.4). Wobec tego zajmiemy si¢ Wyznaczeniem rozwiazan nietrywialnych, tj. nie
znikajacych tozsamosciowo. Rozwigzania te nazywamy Junkcjami wtasnym? za-
gadnienia (1.7), (1.8), a wartosci parametru A, dla ktérych rozwiazanie istnieje,
wartosciami wlasnymi. , :

Z teorii liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych (por. [28], rozdz. VI,
§ 1) wiadomio, %e wystarczy szukaé rozwigzat réwnania (1.7) w postaci v(z) = €22,
gdzie liczba a jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego a? = .

* Po uwzglednieniu warunku brzegowego (1.8) latwo sprawdzié, ze wartoéciami
wlasnymi sg liczby A\ = ~k2x2/a2 (k = 1, 2,...) oraz e kaidej wartoéci wlasnej

1. Rozszerzenie operacji rézniczkowania

odpowiada jedyna (z dokladnoécig do stalegdl:czynnika) funkcja wlasna ve(z) -
sin(krz/a). Przyjmujac A = )\, otrzymujemy dla funkcji z réwnanie rézniczkow
= 2Nz, ktdrego calka ogélna ma postaé

(1.9) - zk(t) = A cos %t + By sin Zc?t .

‘Wracajac do (1.5) widzimy, ze otrzymali§my nieskoiiczony ciag rozwigzan réw
nania czastkowego (1.1), -

(L1} w(et) = o)),

CE

'SIselniaj%C'ydl warunek brzegowy (1.3), z ktérych kaide zalezy od dwéch stalycl
- calkowania Ay By . .o . g

Rozwiazanie zagadnienia mieszanggo sprowadza sig teraz do wyznaczenia tyck
stalych. Zauwazmy, e nie wykorzystali$my jeszcze warunkéw poczatkowych (1.4).

Stosujac je do funkeji uy dostajemy:

. L krw kme kr
+ Apsin—z = g(z —Bysin —z = k(2
) - k a 9( )a a k a ( )’
Co narzuca specjalna postaé funkcji g i h. Aby rozwiazaé zagadnienie dla dosta-
tecznie obszernej klasy warunkéw poczatkowych, musimy wobec tego postapi¢
inaczej. Wykorzystujac liniowo$¢ réwnania j warunku brzegowego, bedziemy szu-
kali rozwiazania u w postaci szeregu nieskoniczonego

(1.11) ' ) = Y ue ).
k=1

Jezeli szereg ten jest zbiezny dla 0 € z < a,t 2 0 i moina go dwukrotnie
rézniczkowaé wyraz za wyrazem, to (1.11) okresla rozwizzanie réwnania (1.1)
spelniajace warunki ( 1.3). Wykorzystujac warunki poczatkowe (1.4), dostajemy

: oo . )
(1.12) - g(z) = Z Ap sin ﬁw, h(z) = Z mBk sin k—ﬂ:v
. k=1 e k=1 @ a

Aby wyznaczyé stale calkowania Ak i By, wystarczy teraz rozwingé funkcje

- poczatkowe w szereg trygonometryczny w przedziale [Q,.a] i przyréwnaé wspét-

czynniki.

PRZYKEAD 11 Przyjmijmy, ze a = ¢ =11 niech g(z) = z(1 - z), h(z) =0.
Wspélezynniki rozwiniecia funkcji g wyrazaje si¢ wzorami I

T _ ‘ ‘
e =2 f #(1 - z)sinkrz dz ,
LN 0 . '
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co po obliczeniu calki daje
4
a = F*F(l — cos km),

czyli
8

aay = 0, Q2n41 = W (n = 0, 1, 2, . )

" Poniewas wspdlczynniki rozwinigcia funkeji b znikaja, ze zwigzkéw (1.12) do-

stajemy Ar = ax, By = 0 i zgodnie z wzorem (1.11) szukane wychylenie struny

ma nastepujaca postad:

<, » 8 X 1 . .
(1.13) u(z,t) = - E @t iy sin(2n + 1)1z cos(2n + 1)xt.

ZBé,d;),jmy, czy otrzymana funkcja jest rozwigzaniem zéga.dnienia mieszanego.

n=0

Z nieréwnoéci |uzn41(%,t)] € 1/(2n + 1)® wynika natychmiast jednostajna zbiez-

nos¢ szeregu. Funkcja u jest wige ciagla w prostokacie 0 < z < 1, t > 0. Warunki
brzegowe i pierwszy z warunkéw poczatkowych sprawdzamy przez zwykle pod-
stawienie odpowiednich wartoéci na z i ¢. Oszacowanie
1

< ——

S (2n 4 1)2

zapewnié. jednostajna zBieinoéc’.széregu formalnie zrézniczkowanego wzgledem ¢.
Wobec tego pochodng u; mozemy obliczyé rézniczkujac kolejno wyrazy szeregu.

0]
Felan+ (z,t)

Podstawiajac ¢ = 0 stwierdzamy natychmiast, ze spelniony jest réwniez drugi

warunek poczatkowy. .

Aby sprawdzié, czy funkcja u okreslona wzorem (1.13) spelnia réwnanie (1.1), |

zbadamy najpierw, stosujac kryterium Dirichleta, jednostajna zbieznoéé szeregu
powstalego przez dwukrotne zrézniczkowanie. Mamy '
2 .

i -8 |
P tanl (z,t) = -(-m sin (2n + 1)7z cos(2n + 1)7t,

a wiec (po prostym przeksztalceniu trygonometrycznym)

0? v L -4
32 tan+1(2,1) = anva(z,t),  gdzie a, = Gny D’

oraz :
va(2,1) = sin(2n + )7 (2 + t) + sin(2n + )r(z - ¢).
Ciag {a.} dazy monotonicznie do zera. Oznaczmy:

o N

SN(z,t) = Z vn(.’z:,t).

n=0

1. Rozszerzenie operacji rézniczkowania 11
Przyjmujac, ze y= 7(z + t) w tozsamoéci trygonometrycznej

1—-cos2(N + 1)y
. siny

. :
2 Z sin(2n + 1)y =

n=0 . .

’

widzimy, Ze ciag Sn jest ograniczony w kazdym zbiorze
' Rrse = {_(a:,t):r+s§z+t< r+l-gs+e<z—t<s+1—¢}
(7, s catkowite, £.>:0); co zapewnia jednostajna w '.Q,.,s,,, zbieznosé szeregu

3,

f: L
© ) AElan1(z,t).
. - n=0 at? ,

~ Podobne rozumowanie mozna zastosowaé do széregu otrzymanego przez dwu-
krotne rézniczkowanie wzgledemr z. Zatem szereg (1.13) moze byé dwukrotnie

_rézniczkowany w kazdym prostokacie

VD,,§=..{('z,t):r'<a:+t<r+1,s<:v—t<_s,+1}

i jego suma spelnia w tym prostokacie réwnanie (1.1). Zauwazmy, ze przeprowa-

dzone rozumowanie nie pozwala stwierdzi¢, czy suma szeregu ( 1.13) ma pochodne
i czy spelnia réwnanie na brzegu zbioru D,,. :

PrzyKiAD 1.2. Niech

z dla0g<z

. <d,
9(z) =4 d1-z) dad<zgl

1-d

(pozostale dane jak w przykladzie 1.1).
Stosujac metode Fouriera otrzymujemy wychylenie struny w postaci szeregu:

- 2 &1
(1.14) | u(z,t) = mg—:‘: 72 fin krdsin krz cosknt .

Poniewaz |uk(z,t)] < const/k?, szereg ten jest jednostajnie zbiezny, przed-
stawia wigc funkcje ciagla. Po dwukrotnym zrézniczkowaniu wzgledem z lub ¢
dostajemy szereg Ce ' '

. . o P :
Z sin kxd sin krz sin kxt

A 5 k=1 ~ L |
rozbiezny wszedzie z. wyjatkiem punktéw o jednej Ze'wspélrégdnych calkowitej.b
Zastosowanie fb_rmaln:ej metody nie daje wobec tego odpowiedzi na pytanie, czy



12 I. Wstepne wiadomodci z teorii dystrybucji

suma szeregu jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna, ani, tym bardziej, czy jest
:ozwigzaniem réwnania.

7 podanych przykladéw widaé, ze metoda Fouriera nie zawsze prowadzi do
rozw1qza.ma zagadnienia brzegowo-poczatkowego, przynajmniej jezeli stowo ,roz-
wiazanie” pojmujemy w sensie tradycyjnym, tzn. jako funkcje, ktéra po zréznicz-
kowaniu i podstawieniu do réwnania, spelnia je w kazdym punkcie. Mozna by
jednak rozszerzy¢ nieco pojecie rozquama,, umawiajac sie np., ze kazda granice
jednostajnie zbieznego ciagu rozwiazai tradycyjnych bedziemy uwazali za roz-
wiazanie uogélnione. W takim sensie sumy szeregéw otrzymanych w przykladach
1.1i 1.2 beda rozwiazaniami réwnania struny.

W dalszym ciagu zobaczymy, e mozna to zrobié jeszcze inaczej: rozszerzy¢. '

speracje rézniczkowania tak, by dalo si¢ ja stosowaé do funkeji ,niegladkich”, a
nastepnie uméwié sig, ze pochodne wystepujace w réwnaniu rozmczkowym rozu-
[memy w takim wlaénie uogdlnionym sensie.

1.2. Klasa C°(R) i deﬁnxcja uogdlnionej pochodnej. W dalszym ciagu
sedziemy zakladali, Ze wszystkie rozwazane funkcje moga przyjmowaé wartosci
zespolone.

Niech f i ¢ beda funkcjami klasy C1(R), przy czym o funkcji ¢ zakladamy,
te znika tozsamo$ciowo poza pewhym skoficzonym przedzialem. Calkujac przez
2zeéci, otrzymujemy '

1.15) f°°f<p'dm = - ff'gada;.
) —0o —00

Zauwazmy, ze lewa strona (1.15) ma sens przy duzo stabszych zalozeniach o
funkcji f — wystarczy zaloZyé, Ze jest ona catkowalna na kazdym ograniczonym
przedziale. Mozna by wobec tego uzyé réwnosci (1.15) do zdefiniowania uogdlnio-
nej pochodnej Df przyjmujac, ze jest to taka funkcja g € L} (R), ze dla dowolnej
funkcji ¢ spelniajacej wymienione warunki mamy

o0 o o]
(1.16) ff(,o'da: =— fg(pdx.
o %o

Gdybysmy chcieli zastosowaé takie samo postgpowanie do zdefiniowania u-.

ogdlnionej drugiej pochodnej D?f funkeji f € L} (R), nalezaloby wzmocnié
zalozenia o regularnoéci- ¢, zakladajac, ze jest ona klasy C%(R). Dlatego najwy-
godniej bedzie przyjaé, Ze ma ona pochodne wszystkich rzedéw.

Nazwijmy nosnikiem funkcji ciaglej ¢ domknigcie zbioru {z : ¢(z) # 0} (przy-
jete sa oznaczenia ¢ lub supp ¢). Symbolem C§°(R) bedziemy oznaczali klase
funkcji ¢ € C*°(R) majacych zwarty nosnik. ' : :

1. Rozszerzenie operacji rézniczkowania 13

Niech [a,b] = supp ¢. Z zalozonej regularnoéci wynika, ze 0§ r-6w jest w
punktach z = a i ¢ = b styczna ,nieskoiiczonego rzedu” do wykresu funkcji

" . Nie jest zupelnie oczywiste, czy takie funkcje istnieja, wykaZemy jednak, Ze

mozna je latwo skonstruowaé. Niech np.

' v e"U/t dlat >0,
117 | h(t) = { . dlat<0.

Funkcja h jest klasy C*°(R), a jej nosnikiem jest pdlprosta [0, c0). Obierajac
stala @ > 0, okre§lamy teraz

: . (1}2 7
(1.18) @ =h(1-5),
czy‘ll ‘ .
' ’ [ =0 dla |2 <
_Je alz|<a
(1.19) v ¢a(®) = {0 dla |z| > a.

7 definicji (1.18) wynika, Ze @, ma pochodne wszystkich rzedéw (jako super-
pozycja dwéch funkcji o tej wlasnosci), (1.19) za§ pokazuje, ze supp ¢ = [—a, al.

Niech f bedzie funkcja lokalnie catkowalna na R. Funkcje g € L} (R) na-
zwiemy uogdiniong pochodng funkcji f, jezeli (1.16) zachodzi dla kazdej funkcji
p € C{ (R) Dla oznaczema uogdlnionej pochodnej uzyjemy w tym paragrafie
zaplsu g=Df."

PRZYKLAD 1 3 Nlech f(:c) =z -14(z), gdzie

1 dilaz >0,
1+($) = {

0 dlaz<0.

Calkowame przez czgscx da,Je

f:;f 1%($)x¢',(w)dx =. f vy'(z)da = — f w(z)ds,

co "ozna.cza, ze-Df = 1+(:z:) Poniewaz jest to funkcja lokalnie catkowalna, spré-
bujmy zna.lezc ‘7z kolei jej pochodna uogélniona, czyli D?f. Po obliczeniu callu

[ 14(@)¢ (@) dz = —(0),

' poiésté,je wiec przedstawié prawg strong (1.20) w postaci calki wystgpujacej po

prawej stronie (116) Latwo jednak wykazaé, Ze jest to niemozliwe. Przypusé¢my
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bowiem, ze znaleélis’my takg funkcje g € LL (R), e
: ('1..:21)1”"j jog<pdz =¢(0) dla dowolnej ¢ € C(R) .-
. -
W szczegélnosci obierzmy ¢ = ¢, i niech a — 0, Wéwczas prawa strona

(1.21) jest stala, réwna e~!, natomiast lewa strona dazy do zera, co wynika z
oszacowania . :

,fml’adm, < e‘—l flgldz-
“a A Za

Przedstawiony przyklad wskazuje, 7e nie kazda funkcja lokalnie caltkowalna,

ma pochodna uogdlniong w Ll (R). Inaczej méwiac, kolejne powtarzanie ope-
racji uogélnionego réiniczkowa,nig,, czyli znajdowanie pochodnych uogdlnionych
wyzszych rzedéw, nie jest na 0g6t wykonalne. Jest to wada wprowadzonej przez
1as definicji. Zlo tkwi nie tyle w formule (1.16), stanowiacej naturalne rozsze-
‘zenie wzoru na catkowanie Przez czedci, co w prayjetym zalozeniu, Zze pochodna
10gdlniona ma byé funkcja. W nastgpnym paragrafie pokazemy jak mozna skon-
truowa¢ ogélniejsza klase obiektdw, zwanych dystrybucjami, na ktdrych rozsze-
zona operacja rézniczkowania jest wykonalna bez zadnych ograniczer.

2. Dystrybucje jednej zmiennej

Sprébujmy nieco inaczej odczytaé tozsamosé (1.16). Klasa C8°(R) jest prze-,
‘rzenig liniowy, nad cialem liczb zespolonych, a catka po prawej stronie (1.16)
kresla na niej funkcjonal liniowy l;, mianowicie

0
ly(e) = fg(,odz.
—00

rzZy uzyciu wprowadzonego oznaczenia mozemy zapisaé tozsamosé (1.16) w innej
staei:

1) L) =-li(e) (pecp®)).

Wréémy do przykladu 1.3. Réiniczkujac dwukrotnie w sensie uogdlnionym
nkejg f otrzymalismy funkcjonat liniowy'Cg(R) 5 © — ¢(0). Nasuwa to mysl,
Jjako podstawe definicji uogdlnionego rézniczkowania Przyjaé nie tozsamogé
16), a raczej jej wariant (2.1), zakladajac jedynie, ze wynik ma byé funk-
malem liniowym na przestrzeni C3°(R). Idea ta pochodzi od wspdlczesnych
wtematykow S. L. Sobolewa (26] oraz L. Schwartza — tworcy teorii dystrybucji
']. Okazala si¢ ona bardzo uzyteczna w teorii liniowych réwnaii rézniczkowych
istkowych (por. [11], [32]). ‘

2. Dystrybucje jednej zmiennej 15

2.1. Przestrzen D(R). Jak juz wspomnieli$my, klasa C§°(R) jest przestrze-
nig liniowy nad cialem liczb zespolonych. Aby wiec okreéli¢ w niej klase ciggéw

.zbieznych, wystarczy wprowadzi¢ pojecie ciagu zbieznego do zera, czyli do funk-

cji réwnej tozsamosciowo zeru, a nastepnie przyjac, ze ciag {¢x} jest zbiezny do
funkcji ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ciag réznic {ex = ¢} dazy do zera.

Przyjmiemy nastepujaca definicje: Ciag {er} C C&(R) jest zbiesny do zera,
Jjezeli

(w2.1) nosniki wszystkich funkcji ¢, s3 zawarte w pewnym ograniczonym prze-
dziale [a, ] oraz ‘ . ‘

(w2.2) dla dowolnego j = 0,1,2,... ciag zrézniczkowany {(,o,(c’)} jest zbiezny
do zera jednostajnie na R. _

Klasg C3°(R) z okreslong w taki sposéb zbieznoscia bedziemy oznaczaé sym-
bolem D(R).

2.2. Definicja i przyklady dystrybucji. Dystrybucjg bedziemy nazywali
funkcjonal I: D(R) — C spelniajacy nastepujace warunki:

(W2.3) lerpr + c203) = crl(ip1) + e2l(ip2), gdzie ¢; € C, o, € D(R), j=1,2;

(w2.4) dla kazdego ciagu {¢;} C D(R), zbieznego do zera, mamy (k) — 0.

Warunek (w, 3) oznacza, ze funkcjonal { jest liniowy, a warunek (wa.4) méwi,
Ze jest on ciggly ze wagledu na zbieznoéé wprowadzona w przestrzeni D(R). .

Zbiér wszystkich dystrybucji na proste] rzeczywistej R (czyli wszystkich funk-
cjonatdéw liniowych i ciaglych na przestrzeni D(R)) oznaczamy symbolem D’ (R).

Dla oznaczenia wartoéci funkcjonatu / ¢ D(R) na funkcji ¢ € D(R) bedziemy
uzywali symbolu (I, o) lub (). Funkcje klasy D(R.) s3 nazywane Sfunkcjami prob-
nymi. Podamy pare przykladéw dystrybucji (proponujemy Czytelnikowi spraw-
dzenie, Ze warunki (wo.3) i (wg.4) s3 spelnione). ‘

PRZYKEAD 2.1. Kazdej funkcji f € L}QC(R) mozemy przyporzadkowaé dys-
trybucje I okreslong, nastepujaco:

(2.2) - Alne)= [fedz (peD(R)).

Dwie dystrybucje fi g bedziemy uwazali 22 réwne, jezeli sa one identyczne
jako funkcjonaly na przestrzeni D(R), tzn. gdy (f,¢) = (9,¢) dla wszystkich
funkcji ¢ € D(R). :

STWIERDZENIE 2.1. Odwzorowanie CoR)> f—lse D'(R) jest wzajemnie
Jednoznaczne.

Ze wzgledu na liniowosé wystarczy wykazaé, ze z warunku

(23) . {j0)=0 (peDR))
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wynika tozsamosciowe znikanie funkcji f. Przypusémy, ze tak nie jest. Wobec
tego dla pewnego zo € R mamy f(zo) # 0. Niech bedzie f(zo) > 0. Ze wzgledu
na cigglosé f istnieje taka liczba n > 0, ze f(z) > 0 dla |z - zo| < 9. Niech
() = pn(z — z0) (por. (1. 17)) Mamy wdwczas

()= [ f@)en(z-z0)de >0

Je—zol<n

wbrew (2.3), co koficzy dowéd. O

Stwierdzenie 2.1 daje si¢ uogdlni¢ na przypa.dek gdy f jest dowolna funkcm
lokalnie calkowalng. Wéwczas z warunku (2.3) wynika, ze f jest funkcja réwna
zeru prawie wszedzie, tj. poza, byé moze, pewnym zbiorem o mierze Lebesgue a
zZero.

Dystrybucje dajace si¢ przedstawi¢ w postaci (2.2), nazywamy regulamymz o

W dalszym ciagu dystrybucje I bedziemy utozsamiali z funkcja f. W tym sensie
wszystkie funkcje ciagle i, ogdlniej, wszystkie funkcje lokalnie calkowalne mozemy
uwazal za szczeglne przypadki dystrybucji. W zwiazku z tym obok terminu
»dystrybucja” przyjal si¢ w literaturze termin »funkcja uogélniona”, ktéry ma
jednak nieco szersze znaczenie.

PRZYKELAD 2.2. Dystrybucja

(2.4) S (6,¢) = <P(0) (¢ € D(R)),

zwana deltq Diraca, nie jest regularna, gdyz — jak stwierdzilismy w przykladzie

1.3 — nie moina zapisac jej w postaci calkowej (2.2). Chociaz delty Diraca nie
mozna identyfikowaé z zadna funkecja lokalnie calkowalna, w literaturze fizycznej

i technicznej przyjal si¢ termin ,funkcja delta”. Réwnosé definicyjna (2.4) jest

czesto zapisywana w postaci ,calkowej”:

(o o]

[ 6(z)p(x) dz = (0).

—00
Zapis ten nalezy oczywiscie traktowaé jako czysto formalny.

PrzykeaD 2.3. Funkcja f(2) = 1/z nie jest lokalnie catkowalna, gdyz jej
calka po kazdym przedznale [0, ] jest rozbiezna. Mimo to mozemy jej przyporzqd-

1
kowaé dystrybucje, ktora oznaczamy przez P=, zdefiniowana przez tozsamosé
T

(25) (Prio)=vp /m 22 g, (pen(m),

3. Dzialania na dystrybucjach jednej zmiennej 17

gdzie po prewej stronie wystepuje wartos$¢ gléwna calki (1ia ogél rozbieinej) okre-
slona wzorem "’ :
' ol) (&)

Pl . Pl

22) gy = 1 / 22 gy
(2.6) ) vp / o de = lim .

- 00 lz|2e
1
Wykazemy najpierw, ze funkcjonal P— jest dobrze okreslony na calej prze-

strzeni D(R), tzn. Ze granica po prawej st10n1e (2.6) ma skoficzong wartos¢ dla

@ € D(R). A
Funkcje ¢ mozna przedstawi¢ w postaci
(2.7) e(z) = ¢(0) + z9(z),

gdzie 9 jest.funkch ciagla. Dla z # 0 mozemy bowiem wyliczy¢ wartoéé ¥(z)

.z réwnodci (2.7), a dla z = 0 przyjmiemy %(0) = ¢’(0). Funkcja ¢ ma noénik

zawarty w pewnym przedziale [—a, ¢, zatem

(2.8) /(P—(xx—)dx = ¢(0) / — / P(z)de.

|z{>e eglz|<e eg|ziga

Plelwsza z calek po prawej stronie (2.8) znika. Przechodzqc do granicy, gdy
¢ — 0+, dostajemy wiec :

/cp(a:) dz = /w(x)da;

lz|<a

Liniowoé¢ funkcjonatu (2.5) jest oczywista, pozostaje wiec do wykazania, ze
jest on ciagly ze wzgledu na zbieinoé¢ wprowadzong w przestrzeni D(R), tzn.
ze spelniony jest warunek (wq4). Jest to latwe do udowodnienia, jezeli do ciagu
{2x} C D(R), zbieznego do zera, zastosujemy therdzeme o wartosci §redniej i
przedstawimy go w nastepujadcej postaci:

ek(x) = 0k(0) + zpi(kz) (0 < bk < 1)-

Szczegdlowy dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

3. Dzialania na dystrybucjach jednej zmiennej

Jak juz wspominalismy, wszystkie funkcje ciggle, W szczegllnodci funkcje réz-
niczkowalne pewna liczbe razy, moga byé tra,ktowane jako dystrybucje. W zwiaz-
ku z tym nasuwa si¢ mysl, by rozszerzy¢ na klase D'(R) dzialania, ktére w kla-

~ svcznej analizie wykonujemy tylko na funkcjach spelniajacych pewne zaloZenia
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regularnodci. Celem niniejszego paragrafu bedzie wprowadzenie tych dzialah w
spos6b formalny i zbadanie ich wlasnosci.

3.1. Dodawanie dystrybucji i mnozenje przez liczbe. Dzialania te.

mozna okreslié na przestrzeni funkcjonaléw liniowych na dowolnej przestrzeni
liniowej & (nad cialem liczb zespolonych), Przyjmujac:

) (fF+9)p) = F(@)+ g9(e), (cf)(<p) =cf(p) (¢ E_ )

1la doi»)c;lnej liczby zespolonej ¢ i dowolnych funkcjonaléw f, g. Interesowaé nas
>¢dzie jedynie przypadek, gdy & = D(R) oraz f, g € D'(R). Pozostawiamy Czy-

.elnikowi latwe sprawdzenie, ze funkcjonaly f + g oraz cf sa dystrybucjami.

8.2 Mrnozenie dystrybucji przez funkcje gladksg. Niech f € D'(R), ‘

'€ C*°(R). lloczyn pf okreélimy jako nowy funkcjonal:
3.1)  (ofie)= (f,pe) (¢ € D(R)).

Poniewas wraz z funkcja ¢ réwniez iloczyn py nalezy do D(R), wiec prawa
irona (3.1) ma sens i przyjeta definicja jest poprawna. Sprawdzimy, ze funkcjo-
al pf jest dystrybucja. Liniowos¢ jest oczywista. Wykazemy, ze spelniqny jest
arunek (wz4).

Niech 1 — 0 w sensie zbieznosci w przestrzeni D(R). Oczywidcie Pek C ok,
wtem noéniki wszystkich funkcji Ppx zawieraja sie w ustalonym przedziale [a, 5]
ciag {pyr} spelnia warunek (w2.1). Stosujac wzér Leibniza, mamy

) i i .
(p<Pk)(’) = Z(i ) p(J—r)‘PS‘) ,

r=0
za.tém
2) sup |pey)] = sup lppl?)] < ¢ max sup el
R [a,b) 0<r<y [a,0)
zie stala ¢ zalezy od maksymalnej wartosci wspélezynnikéw dwumianowych
' oraz od kreséw gérnych funkcji lp(’)l na przedziale [a,b] dla r = 0,1,...,5
ciaglodci funkcji p(*) wynika, Ze kresy te s3 skoiiczone).

Jeieli ciag {1} spelnia warunek (W2.2), to z (3.2) wynika, ze dla dowolnie
talonego j ciag {pgag)} Jest Jjednostajnie zbieiny do zera na R. Zatem ciag
®} spelnia warunki (w2.1) i (Wa.2), jest wige zbieiny do zera w przestrzeni
R). Poniewaz, zgodnie z (3.1),

3) (pfa ‘Pk) = (f’p(Pk) ’

' 3. Dzialania na dystrybucjach Jednej zmiennej 19

a f jest z zalozenia funkcjonalem cigglym na D(R), wiec prawa strona (3.3)
dazy do zera, gdy k — 00, co koficzy dowéd. O

Niech teraz f bedzie funkcja ciagly. Hoczyn pf okresla si¢ w analizie jako

~nowg funkcje:

Obierzmy dof&*_élpiie}} funkcjg % € D(R). Mnozac przez ¢ obustronnie réwnoéé

- (3.4),a nastgpnie-}?alkﬁjgc, otrzymujemy

-

: _CO moZna réwniez’ iapisaé W postaci ,,funkcjona}owej”'(3.1), Jezeli skorzystamy

z faktu, ze obie funkcje. f i pf moga byé traktowane jako dystrybucje. A zatem
przyjeta deﬁnj.'cja;_mnoienia, dystrybucji przez funkcje gladka jest nie tylko for-
malnie poprawna,’ale ma Jjeszcze inna wazng zalete: w przypadku dystrybucji
regularnej nowe dzialanie jest identyczne ze znanym juz ,zwyklym” mnozeniem
funkcji. )

'3.3. Rézniczkowanie dystrybucji. Niech f € D'(R). Pochodng f' dystry-
bucji f bedziemy nazywali funkcjonal

B8 - (e =-(h¢) (peDR).

- Czytelnik z latwoécia zauwazy, ze dla dystrybucji regularnej f € C? (R) tozsa-
mos¢ definicyjna, (3.5) staje sie po prostu formuly, catkowania przez czgéci (1.15),
w ktérej f/ oznacza pochodng w zwyklym sensie. A wie¢ w klasie CY(R) réznicz-
kowanie w sensie dystrybucyjaym i w sensie klasycznym. pokrywaja sie. Warto

- od razu zauwazyc¢, ze twierdzenie to przestaje byé prawdziwe, Jjezeli oslabimy

zaloZenia o funkcji- f, jak wskazuje

PRZYKEAD 3.1. Dla danych ¢g,h € CY(R) okrés’limy nowg funkcje f, przyj-
mujac: . ' :
(n)—J 9(2) dlaz <o,
oo M= {h(m) dla & > 0.

Funkcja f jest_‘(rlrliz'ni,c‘zkowa.ln‘a w.ka.z',dyin. punkcie}b"‘réz’ﬁ_ym od '_z'era,‘. Jej po-
chodna w zwykiym- sensie, df/ dz, jest funkcja okreslona i ciggly dla z # 0 oraz
majaca w zerze .Skqﬁczong granice lewo- i prawostronna. Wobec tego jest to funk-
cja lokalnie catkowalna, moze wiec byé traktowana, Jjako dystrybucja regularna.
Obliczmy teraz pochodna dystrybucyjna funkcji f. Zapisujac prawg strone (3.5)

3
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~ postaci caltkowej, mamy
0 . o)

(fre)=— [9dde— [h¢da,
. —00 0
1 stad, catkujac przez czesci prawa strong, dostajemy

Fd Fdh
g —

3.6) (o) = / 2,79+ 0/ 75 ¥ 4z + [1(0) — 9(0)](0).

—00

Prawg strong (3.6) mozemy zapisaé w postaci funkcjonalowej

(Fred = (L0) + [40) - 5(0)] (59)

Ibo krécej

3.7) =T ine,
dzie
3.8) [flo = lim f(z)- lim f(z)

znacza skok funkcji f w zerze. Z réwnoéci (3.7) widaé, ze pochodne df/dz i f
1 réwne wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciagla w zerze. W przypadku skokowej
ieciaglosci przy rézniczkowaniu pojawia sie dystrybucja 6.

Sprawdzenie, e funkcjonal f’ jest dystrybucja, tzn. ze spelnione sg warunki

¥2.3) i (W2.4) pozostawiamy Czytelnikowi.

Zauwaimy jeszcze, ze gdy obie dystrybucje f i f’ sa regularne, funkcja f! jest
ogélniong pochodny funkcji f w sensie definicji przyjetej w punkcie 1.2.

Na zakoniczenie podamy

STWIERDZENIE 3.1. Niech p,q € C*°(R) oraz f,g € D'(R). Zachodzg naste-
ujgce prawa formalne:

.9) (r+9)f=pf+4af,
3.10) p(f+9)=pf+pyg,
3.11) (pfY =p'f+pf  (wzér.Leibniza),
11) (f+9)=f+g"

Udowodnimy (3.11) (pozostale réwnoéci wynikaja natychmiast z definicji).
la dowolnej funkeji prébnej ¢ € D(R) mamy ((pf), ) = — (f, p¢'), ale z reguly
viniczkowania iloczynu funkeji gladkich wynika, ze py’ = (pyp) — p'e, wobec
8o ((2f)s0) = = (f, (o)) + (f,9'¢), 2 zatem ((pf),¥) = (pf', ) + (V' ], ),
» konczy dowdd. O
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'3.4. Liniowa zamiana'z'mignnej niezaleznej. Niech f bedzie funkcja cia-
gla okreslona na osi rzeczywistej. Wéwczas funkcje zlozong f(az +b), gdzie a # 0,
mozemy traktowaé jako dystrybucje regularna. Po dokonaniu pod catka podsta-
wienia B _ '

(3.12) ) Yy=az+b, a#0,
dla ¢ € D(R) otrzymujemy

v 1 [ —b
[ Ham 4 05@as = o [ 030 (V) ay,
—0 -0
' czyli, w zapisie funkcjonalowym,

A 1 .
(3.13) - Fedi) = plfiped™),
gdzie d oznacza przeksztalcenie okreslone wzorem (3.12). '

Réwnoéé (3.13) przyjmujemy za definicje podstawienia, liniowego'w dowolnej
dystrybucji f € D'(R). Mozna Ja zapisaé inaczej w postaci

1

@) (faz +8),0(2)) = (5w, (=2).

la|

pamigtajac, ze zapis f(ax + b) lub f(y) nalezy. traktowaé jako czysto formalny,
gdyz dystrybucje — w przeciwiedistwie do funkeji ciagltych — nie maja na ogét
okrelonej wartosci w punkcie. ~

Szczegdlnie wainy przypadek podstawienia liniowego stanowi translacja (prze-

suniecie)

(3.14) : y=z+b.~

Dla funkcji uzywamy wéwczas zapisu (ry)(z) = @(z + b).
Zgodnie z (3.13) definiujemy dystrybucje preesunietq:

(3.15) \ (o fy0) = (f, ) .

Drugi wazny przypadek podstawienia liniowego stanowi odbicie w poczqtku
uktadu:

(3.16) | = —a.

Odpowiednie podstawienie w funkcji oznaczamy p‘rzez ¢ {(z) = ¢(~x), a dla
dystrybucji f € D'(R) pizyjmujemy, zgodnie z (3.13), ze

(3.17) B =),
P a T |
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Pozostawiamy Cazytelnikowi sprawdzenie, Ze funkcjonal f o d, okreslony wzo-
rem (3.13), jest dystrybucja.

PRzYkLAD 3.2. Zobaczmy, jak dziala na funkcje prébng ¢ dystrybucja 7_;8.

Zgodnie z (3.15) mamy (1_6, ) = (6, T_s¢p), czyli
(3-18) | (48, 0) = ().

_. W literaturze fizycznej i technicznej dla dystrybucji przesunigtej 7_;6 uzywa

sig czesto zapisu funkcyjnego 6(z —b), a réwnoéé (3.18) bywa zapisywana w

nastepujacej postaci:

[ ota - b)tw) ds = oi3).

Symbol calki nalezy tu oczywiscie rozumie¢ w sposéb czysto formalny, gdyz, . -
jak juz wykazalismy, é nie jest dystrybucja regularna i nie daje si¢ zapisaé w.

spos6b catkowy.

3.5. Pierwotna dystrybucji. W przypadku funkeji f ciaglej w przedziale
‘~00,00) przez jej pierwotng rozumiemy funkcje rézniczkowalna g spetniajaca
varunek ¢'(z) = f(z) dla = € R. Wiadomo (por. [14], rozdz. VIII, IX), ze kazda
unkcja ciagla posiada pierwotng (zwang inaczej catkq nieoznaczong), przy czym
lowolne dwie pierwotne tej samej funkcji réznia sie o stala. Twierdzenie to prze-
10si si¢ latwo na przypadek dowolnej dystrybucji.

Pierwotng dystrybucji f € D'(R) nazywamy dystrybucje g € D’ (R) taka, ze
"= f.

TWIERDZENIE 3.1. Kazda dystrybucja f € D' (R) posiada nieskoriczenie wiele
rerwotnych réznigeych si¢ o stalg.

Dowéd. Niech H = {p € D(R): ¢ = ¢/, 9 € D(R)}. Latwo sprawdzié, ze
> € H wtedy i tylko wtedy, gdy JZo p(z)dz = 0, przy czym Y(z) = [Z p(t)dt.
: definicji wynika, Ze pierwotna g jest funkcjonalem okreslonym na zbiorze H
dwnoscig '

3.19) (9:0) = —(f,9) (peHh).

unkcjonal ten nalezy rozszerzyé na caly klase D(R)..

Obierzmy funkcje ¢° € D(R) tak, by JZ% ¢%(z)dz = 1 (mozna na przykiad
rzyjat ¢° = a2, wa(z)dz]1, gdzie @, jest funkcjg okreslong wzorem (1.19)).
lowolna funkcja ¢ € D(R) daje si¢-przedstawi¢ jednoznacznie w postaci

3.20) =2+,

SR o g
LN
r RS

nym
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gdzie ¢! € H oraz A = JZ2, o(z)dz. Wobec teg«l;:zgodnie z (3.19), (3.20) przyj-
mujemy

(3.21) {9,9) = Mg, ¢ = (f, 9,

- gdzie Y(z) = [Z_ ¢1(t)dt, a liczba (g, ¢°) jest ustalona dowolnie. Fatwe spraw-

dzenie, Ze tak okreslony funkcjonal g jest dystrybucja, przy czym g' = f, pozo-
stawiamy Czytehiik_owi. Jezeli gy i g2 s3 pierwotnymi tej samej dystrybucji, to
(91 = g2) = 0. Dla zakoiczenia dowodu Wwystarczy wigc wykazaé, ze kazda dys-

_ . -trybucja g € D' (R;j"spélniajqca warunek g’ = 0 jest dystrybucjg regularna réowng
funkcji stalej. Fakt ten’Wynika_ natychmiast z rozkladu (3.20), ktéry daje

T = Jeotwyie,

. gdzie c= (g, <p°)'6dgr3;wa, role staléj catkowania. O

SRR 4.- Dystrybucje wielu zmiennych

Dotychczas rozwazaliémy jedynie funkcje i dystrybucje okreslone na osi rze-
czywistej R. Nie ma jednak zadnych istotnych trudnodci w przetiiesieniu przy-
jetych definicji na dowolny obszar 2 w przestrzeni R", ktéry w szczegllnym
przypadku moze by¢ identyczny z cala przestrzenia.

4.1. Przestrzen D(£2). Definicja noénika funkcji okreslonej i ciaglej w 2 po-
zostaje bez zmiany (p. 1.2). Symbolem C§°(12) bedziemy oznaczali klase wszyst-
kich funkcji ¢ € C*°(£2), majacych zwarty nosnik supp ¢ C £2 (). Jest oczywiste
geometrycznie, ze nosnik funkcji ¢ € C§°(£2) nie moze mie¢ punktéw wspélnych
z brzegiem obszaru £2, a zatem funkcja ¢ znika w pewnym ,pasku przygranicz-

»
.

PrzyKeaD 4.1. Niech A bedzie funkcja jednej zmiennej okreélbnq wzorem
(1.17). Dla ustalonego a > 0 zaléimy, ze

. (4]_) ,‘Pu(?) = h(l - Jz—lz) (xe Rn) L
czyli ze o
| S e Y -
(_4‘2) » . <Pa(x)= eX? {m} dla l‘.”:[_ <a,

dlaz>a.

(}) 2 moze byé ddvo(olnym:zbiorem otwartym w R", zalozenie spéjnosci nie jest istotne.

ty
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- Funkcja ¢, na.lei).' do klasy C§°(R™), jej noénikiem za$ jest kula |z| < a.

Przyklz}d wykazuje, ze klasa C§°(f2) nie jest pusta. Przesuwajac odpowiednio
uklad fvspolrzgdnych mozna zawsze przyjaé bez zmniejszenia ogélnosci, ze obszar
(7] zawiera poczatek ukladu. Wéwcezas dla dostatecznie malego a noénik funkcji
pa zawiera sie w 2, a wiec ¢, € C§°(£2). :
: quyﬁkujqc definicje z punktu 2.1 bedziemy méwili, ze ciag {pr} C C§(R2)

jest zbieiny do zera, jezeli '

v (wea) istnieje taki zwarty zbiér K C {2, ze supp ¢x C K dla kazdego k;

- (Wa.2) po zréiniczkowaniu dowolng liczbe razy ciag {0l°lpy /82 ... 0237} .

(gdzie |a] = a1 + ...+ ay) jest zbiezny do zera jednostajnie na K.

. Przestrzen liniowa (nad cialem liczb zespolonych) C$°(f2) z tak okreélong R b e oséb catkowy”:
S “bywa zapisywany.w spasob ,Ca Kowy".:

zbieinoscia bedziemy oznaczali przez D(S2) lub D, gdy 2 = R™. ‘

4.2. Definicja dystrybucji wielu zmiennych. Wszystkie definicje przy- -

jete w p. 2.2 i w § 3 przenosza si¢ automatycznie na przypadek wielowymiarowy.

Dystrybucjq w obszarze £2 nazywamy funkcjonal ! : D(2) — C spelniajacy na-

stepujace warunki: :

EW4,3; lélclgokl +d62§02) = Cll(tpl) + 621((,02), gdzie ¢j € C, p; € D(Q), i=12
we4) dla kazdego ciagu {¢r} C D(R), zbieinego do zera, ciag liczb
{l(#k)} dazy do zera. 28 Ty

D}fstrybucje w obszarze {2 s3 to wiec funkcjonaly liniowe i ciggle na prze-
strzenf "D(.Q). .Przestrzefl wszystkich dystrybucji w £2 oznaczamy przez D'(R2), a
wartos¢ funkcjonalu ! na funkcji prébnej ¢ € D(£2) zapisujemy () lub (I, ¢).

Dwie dystrybucje f,g € D'(2) uwazamy za rdwne, jezeli dla dowolnej funkcji

prébnej ¢ € D(£2) mamy (f, ¢) = (9,%)-
Dygtrybucje dajqcev sie zapisal w postaci

D(@2)3¢~ [ feda,
: 2

gdzie f € LL (), nazywamy regularnymi.

Stwierdzenie 2.1 pozostaje prawdziwe po zastapieniu R przez {2, dowéd prze-

Piega podobnie i nie bedziemy go powtarzali. Przykladem dystrybucji, ktdra nie
jest regularna, podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, jest delta Diraca
okreslona jako (6, ¢) = ¢(0) (¢ € D(R)).

Dodawanie dystrybucji i mnozenie ich przez liczbe okre$lamy podobnie jak w
punkcie 3.1, przyjmujac, ze & = D(£2) oraz f,g € D'(R2).

4.3. Liniowa zamiana zmiennych niezaleznych. Rozwaimy w R® prze-

ksztalcenie afiniczne d okreSlone wzorem y = ax + b, gdzie @ jest macierza nie-
osobliwag n X n ,zaé b € R". -

(4.3) /igdm‘:—/ffidm-%- /fgi/jda (7;=1,2,...
» 0z~ . oz;. <. J
p . b 8D :
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Podobnie jak w przypadku n =1 (p. 3.4) okreflamy liniows zamiang zmien-
nych niezalesnych w dystrybucji f € D'(R"), przyjmujac dla ¢ € D(R™)

| (fod,p)= |T:'t7{|<f"'°°d_1'>'

Gdy za,miana,\éﬁ:tie‘r‘}/hych' jeét translacjq (przesunigciem), tzn. gdlyy=z+b,
przyjmujac dia dystrybucji przesunigtej oznaczenie f od = 1, f, mamy

~t

(be9 ‘P) =. (f’ be‘P) T

"W szczegélnosci pozostaje stuszny wzér (3.18), ktéry w literaturze fizycznej

[ 8z - b)ple)da = p(b).
R» . :
‘ Jést to whasnodé odsiewania funlgcji é.
Drugi'wazny przypadek przeksztalcenia afinicznego stanowi odbicie w poczaft-

‘ku ukladu: y = —z. Uzywamy wéwczas oznaczenia fo d = f. Zgodnie z przyjeta

definicja, dla ¢ € D(R"), mamy
(fre)={f¢)-

4.4. Mnoieﬁie dystrybucji przez funkcjé‘ gladka. Dla f € D'(12) oraz
p e C®(N) iy € D(N2) przyjmujemy, ze (p f,_cp) = (f, pp). Dowéd, ze okreslony
w ten sposéb funkcjonal pf jest dystrybucja, przebiega podobnie jak w p. 3.2

PRZYKEAD 42. Proponujemy Czytelnikowi sprawdzenie nastepujacej tozsa-
moéci: g(z)é(z — b) = g(b)d(z — b) dla g € C*(R"), he R™.

4.5. Résniczkowanie dystrybucji. Podobnie jak w przypadku jednej
zmiennej, punktem wyjscia dla definicji rézniczkowania uogélnionego jest wzor
na catkowanie przez czesci dla calek wielokrotnych:

31,

gdzie v = (v, .,0n) jest wektorem mormalnym. do brzegu obszaru D skie-
rowanym na zewnatrz. Wzér (4.3) jest stuszny dla funkcji f i g klasy C'(D),
o Aobsza,fze D wystarczy zaloZy¢, Ze jest oglja,niczbny i ma dostatecznie gladki
brzeg. Dla riaszych celéw wystarczy pewien wariant wzoru (4.3). Zatézmy miano-:
wicie, ze f € CY(R*)orazZe g = ¢ € D(12), gdzie 12 jest dowolnym obszarem w
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R"™. Wéwczas jako obsz

ar caﬂ:owania D 7 iaé tara s .
¥ i formula (4.3) daje 7 mozna przyjaé kule zawierajaca nonik

(44) DR )
) P azj‘P ’ /faz, dz

lub (w zapisie funkcjonalowym)

af o |
(4.5) <5;]" §0> = - <f’ a?sj> (()0 € D(‘Q)) y

: Jezetlll‘ongglgfipimy, zZe fu{xkcjse ciagle 3 f [0z;i f $3 dystrybucjami régula.rnymi. :
. lns.a.mosc (4.5)"prz_yjmu‘]emy za definicje pochodnej wzgledem zmiennej z;
owolnej dystrybuc;ji fe D'(2). Pozosta,wia,j@chyteInikowi latwe ;

Ze tak okreslony funkcjonat 9 f/0z; jest dystrybucja, sformulujemy
STWIERDZENIE 4.1, Dla f ¢ D'(R2) (4,k =1,...,n) mamy
KN AW NG,
0z;\dzr) ~ Bz 3?) '

atychmiast gz (4.5) 1 z réwnoéci pochodnych miesza.nych.

’

Dowéd wynika n
gladkiej funkcji . o

. Przemiennos¢ rézniczkowania dystrybucj
Tazona w stwierdzeniu 4.1, pozwala wprowadz
nych wyzszego rzedu. :

Wektor a = (g, y @) € R* | kté; 5 p

. I c “ees O » ktdrego wspélrzedne @483 liczbami natural-
nymi lub Zerem, bedziemy nazywali _wz'elowskaénikiem, a przez rzqd wielowskaqs
nika bedziemy rozumielj liczbg |a| = o, + ... + a,. Dla d "

T = (21,...,2 ) € R® przyimuj 76 I¢ — L& IOW'OIneg(‘) wektora
a; =0, Pisz:;c " Preyimujemy, Ze o = ot apn, gdzie z;-x’ =1 dla‘

_.v‘vzglgdem réinych zmiennych, wy-
1C wygodne oznaczenia dla pochod-

7] .
‘ DJ‘:E -(]=1,...,n),
wprowadzamy symboliczny ,wektor” D — (Dy...D )
Operacje rééniczkowania rzedu [af "

dlol
W = Df’ng"'...Dg"

nozna w przefis'tawionej symbolice zapisaé krétko. jako D=, Zapis ten przyjal si
v 1(1io‘woczesne.1 ‘htera,!;urze, zwlaszcza, tam, gdzie rozwazs si¢ pochodne wyz:]:!z cl?
zedéw, W klasycznej terminologii , wektor” D nazywa, si¢ operatorem nabla i j)trast

znaczany przéz V=(v,,... s Vi), gdzie V= —,
Zj

we

" (4.8)

sprawdzeni : SR SR e Co. g
P :m‘e * bedzie dowolnym' ,wielémianem n zmiennych. Zastepujac formalnie £ przez sym-

. boliczny wektor D), otrzymujemy liniowy operator rézniczkowy

(4.10)
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STWIERDZEN}E 42 Niech p,q € C®(£2) oraz f,g € D'(R2). Zachodzq naste-
pujgce prawa formalng:

(4.6) o (®+a)f = pf +af,

(4.7) - p(f+9)=pf+pg,
~ Di(ef) = (D;ip)f + p(D;f),

8 .
b Di(f+9)=D;f+ D;g.

D°W6d"j681\;_‘§;aki§am, jak dowéd stwierdzenia 3.1, O
‘Niech teraz e L
L TPO= Y wE (feRY)

v lalgm

| P(D) = > a,D°

lajgm

s

"o stalych wspélc’zynnika,ch .. Zakladajac, ze wspélczynniki- a, sa funkcjami

klasy C*°(£2), mozemy analogicznie wprowadzi¢ wielomian P zmiennej £ € R” o
wspélczynnikach zaleinych od parametru z € 2,

P(z,&)= ) as(z)€*,

lagm
i odpowiadajacy mu liniowy operator rézniczkowy o zmiennych wspélczynnikach:

(4.9) P(z,D)= 3 a.(z)D".

lalgm

Kazde réwnanie rézniczkowe liniowe moze by¢ zapisane w nastepujacej postaci

. P(z,D)u = [, gdzie P(z,-) jest odpowiednio dobranym wielomianem w R™.

4.6. U'ogélnibne pochodne funkcji lokalnie catkowalnej. Niech u be-
dzie funkcja klasy L} (£2). Wobec tego (por. p. 4.2) u jest dystrybucja regularna

o moze byé réiniczkowa.na w sensie dystrybucyjnym. Przypusémy, ze pochodna
~ "Dju = g réwniez-jest funkcja lokalnie calkowalng:w 2. Wéwczas, korzystajac z

definicji pochodne;j dystrybucyjnej (4.5) oraz z przedstawienia calkowego dystry-
bucji regularnych, mamy . ‘ :

":i...v‘deﬂpda:»:—fgg‘adz (P €D(Q)). .- -
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kCj¢ g nazywamy uogdlniong pochodng funkeji u wzgledem zmiennej &
i

g:lzli/:? s:lqlt)o'wnie.i terr’ninéw pochodna staba lub pochodna dystrybucyjna). Toz
Chcem; S) d.wo)1 ;3,02? byc(:1 przyjeta jako definicja uogélnionej pochodnej jez';aH nie;
ac si¢ do réZniczkowania wprowadzone i ,

: do 16 go w klasie dyst ji
nikaljlllezh le’(g‘,)oD‘)ng‘dz.le hmowyzfl operatorem rézniczkowym (4.9) oywsr;,;;:?ylx.l-
pifach 1:1, l( ) i niech f € L] (£2) bedzie dana funkejy. Funkeje u € LY _(£2)

y uogolnionym (lub stabym) rozwiagzaniem réwnania r'(Sz'niczkoweght))c

(4.11) P(z,D)u = f,
jezeli réwnanie to jest spelnione sl )
trybucyjnym. przy zalozeniu, Ze rézniczkujemy w sensie dys-

ZaniZVrgei:mm.ach funkcji lokalnie catkowalnych mozemy definicj¢ stabego rozwi:
‘ nania (4.11) w obszarze £2 zapisaé w postaci toZsamosci catkowej: v

4.
(4.12) [ uPpds = J fedz (0 e D(0))
2 2 ’
gdzie
Py = Z (—l)lalD“(aaga).
- lalgm
Jest oczywiscie réwniez liniowym operatorem rézniczkowym o wspolczyn-

nikach klasy C'®°.

PRrzYKEAD 4.3. Sprawdzimy, 3 j
‘ 43 Y, ze funkcja u, okreslona w j
bym rozwigzaniem réwnania struny (1.1) w ol,isza,r’ze D: OZ;H:H; (11 'lf ) o e
Rozwazmy sume czedciowa Sy szeregu . Sid

) N
Sn(z,t) = Z ug(z,t),
k=1

gdzie funkcje uy sa rozwigzaniami réwnania (1.1) specjalnej postaci (1.10). Cal- -

kujac przez czeici, dla dowolnej funkcji ¢ € D(D) otrzymujemy

4.13 )
(4.13) Df (OSn)pdz = [ Sn(Dgp)da
D
(funlll(cja ¢ znika w otoczeniu brzegu obszaru D)
ewa strona (4.13) jest.réwna zeru, gdy; infowoci
o ona (4. T ' » 8dyZ z linjowosci réwnania (1.1 i
Zeé ON Jest rowniez jego rozwiazaniem. Wobec stwierdzonej w przykhgdzize Vl"J;I;‘i‘; ,

nostajnej zbieznoéci szere, 5
) gu, mozemy po ; : css
pod znakiem calki, co daje ’ ¥ Po prawe] stronie (4.13) przejé¢ do granicy

29
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Podobnie mozna wykazaé, ze funkcja u, okreélona wzorem (1.13), jest.slabym
rozwiazaniem réwnania struny. Widzimy wiec, Ze metoda Fouriera rozwigzywania
zagadnienia mieszanego (1.1)~(1.4) prowadzi na ogét do uogdlnionych rozwiazan.

4.7. Pierwotne dystrybucji wielu zmiennych. Prébujac przenies¢ roz-
wazania p.3.5 na przypadek wielowymiarowy zaczniemy od rozwiazania naste-
pujacego zadania: do danej funkcji f ciaglej w R® dobraé funkcje g tak, by

dg(z) _ n
‘5:;1——f(“’) (zeR )-7

Jak wiadomo, rozwiazanie zadania ma postac

(4.14)

z
(4.15) g(z)= [ f(t,&)dt + h(Z),
[
gdzie ¥ = (z2,...,%5), ¢ jest dowolnie ustalona liczba, h zaé dowolnie obrang

~ funkeja, ciagla w R*~. Wzér (4.15) daje réwniez rozwiazanie zagadnienia w przy-

padku, gdy f jest okreglona i ciagla jedynie w obszarze postaci (a,b) X 2, gdzie
{2 jest obszarem w R*™! (wéwczas nalezy obraé ¢ € (a,b)), h zaé jest dowolnie

" obrana funkcja ciagla w £2.
Przechodzac do przypadku gdy f jest dystrybucja, udowodnimy

' TWIERDZENIE 4.1. Niech 2 = Ax 3, gdzie A jest préedzz'além, a {2 obszarem
w R, Wtedy do dowolnej dystrybucji f € D'(12) istnieje dystrybucja g € D'(2)
taka, Ze ’ .

(4.16) Dig=f.

A Dowéd. Podobnie jak dla jednej zmiennej, wprowadzimy podzbiér liniowy

przestrzeni D(2) '

H={peD(R): ¢ = 0¢%/dz1, ¥ € D(2)}.

W dalszym ciggu bedziemy zaklada,li, jex; € AizeZ = (1)2, ceeyZpn) € 2. Jak
latwo sprawdzié, ¢ € H wtedy i tylko wtedy, gdy [3, ¢(t,%)dt = 0, przy czym
W(z) = [ o(t,F)dt. Obierzmy funkcje ¢° € D(A) tak, by [, ¢°(t)di = 1.
Dowolna funkcja ¢ € D(£2) daje sie jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

(4.17) o(z) = ¢°(21)A(E) + ¢'(2),
gdzie o
(4.18) M@) = [ o(t,F)dt,

-G
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affgo‘ € H. Uwzgledniajac (4.16) i (4.17) Przyjmiemy

(4.19) (9:0) = (9,¢°A) - (f, 9",
édzie
(420) 2/)1(1) = fltpl(t,.'i")dt.

Zi"(4.18) wynika, Ze A € D( .fl) dla dowolnie obranej funkcji v € D(£2). Na odw.rét,
obierajac dowolnie \ € D(£2) mozemy funkcje ¢ € D(2) okresli¢ wzorem (4.17),
przyjmujac np. ¢! = (. Wobec tego pierwszy wyraz po prawej stronie (4.19)

mozna uwazaé za funkcjonatl okreslony na D( fl) Ponadto, jezeli ciag ¢, = 0

w D(82), to z (4.18) wynika, Ze odpowiedni ciag A\, - 0w D(£) i na odwrét
—z ostatniego warunku wynika, ze %), — 0 w D(2). Z powyzszych uwag
wnioskujemy, ze funkcjonal ¢ okreslony przez (4.19) jest dystrybucja w £ wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcjonal :

{h, A) = (g,¢%)

est dystrybucja w . Wzér (4.19) okreslajacy rozwigzanie zagadnienia mosna
vobec tego zapisaé w 8poséb réwnowazny

1.21) (9,0) = (BN~ (41 (pe D(0),

dzie h € D'(f2) Jjest dowolnie obrang dystrybucja, a funkcje’ X j 1 s okreslone
rzez (4.18) i (4.20). o

Uwaga. Z réwnosci (4.21) widaé, ze wszystkie dystrybucje spelniajace w -

bszarze 2 = A x 2 warunek D1 g = 0 s3 postaci

(9,0) = (, ),

lzie h € D'(2). Zatem dowolne dwa rozwigzania réwnania (4.14) r6snia, sie o
sstrybucje nalezaca do klasy D'(£2), czyli niezalezng od z,. E
Z udowodnionego twierdzenia wynika latwo

WNIOSEK 4.1. Jezeli obszar 2 Jjest kostkg w R» (2= 4,. - 4y, gdzie 4; |

it preedziatem dla j = 1, , »1), to dla dowolnie danej dystrybucji FED(D) 4
wolnego k = 1,2, . .. » N istnieje dystrybucja g, € D’ (92) taka, ze

22) Dirgr = f.

Dowolne dwa rozwiqzania réwnania (4.22) rézniq sie o dystrybucje niezaleing
Tr. O
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4.8.ACalkowanie ukladéw pierwszego rzedu. Zaczniemy od nastepuja-
cego klasycznego zagadnienia: Dane sg funkcje g , g; € C'(R?) spelniajace wa-

- runek ,
o ' 991 _ g,
(4.23) ‘ Bz, Bz,

Znalei¢ funkcje f € C_'I(Rz) spelniajaca uklad réwnan

of
(4'24f) % =9;
dla j=1,2.

Szukanie funkeji f zaczhiéiny od rozwiazania réwnania (4.24), co daje
(4.25) - f(#1,22) = Gi(w1,22) + h(zy)
gdzie
z1
Gi(er,22) = [ gi(t,25)dt.
a1
W celu _Wyzﬁziéieﬁi,é. funkcji b zauwazmy, e przyjmujac G = g, ~ 8Gy/0z,

otrzymujemy, po Wykorzystaniu warunku (4.23) oraz ciaglosci pochodnych mie-
Szanyéh, Y

1. Funkcja f okreslona wzorem (4.25)
edy, gdy

,rQZWiqzanie zagadnienia, przy czym ze znanych
wego wynika, ze dowolne dwa, rozwigzania réznig sie
*015 92 sa wielomianami stopnia < k, to kazde rozwiazanie
05(4:24) jes wiéiﬁrﬁiéné{n stopnia < k+ 1. '
Przechodz dystrybucyjnej sformutujemy
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TWIERDZENIE 4.2. Zaldimy, ze 2 jest kostkq w R™ a dystrybucje g; € D'(12)
(j = 1,...,n) speiniajq warunki
(4.27) Dig; = Djgr  (4,k=1,...,n).

Wowc:zas
1° Istnieje dystrybucja f € D'(R2) spelniajgca uktad rownan

(4.28)) D;f = g;

diaj=1,...,n
- 2° Dowolne dwa rozwigzania dystrybucyjne uktadu (4.28) rdiniq si¢ o statq.

. Dowéd. Dla wiekszej przejrzystoéci przeprowadzimy dowéd biorac n = 2,

2 = Ay x A,, gdzie A; (j = 1,2) jest przedzialem jednowymiarowym. Rozumo-.
wanie bedzie podobne do rachunku przeprowadzonego na poczatku niniejszego

punktu.
Zgodnie z twierdzeniem 4.1 wszystkle rozwigzania réwnania (4.28;) sa postaci
(4.29) (f,0) = (G1,9) + (h, A)

gdzie G; € D'(R2) jest pewnym ustalonym rozwigzaniem, h € D'(A;) jest dowol-
nie obrang dystrybucja,.¢ € D(£2), zaé

(4.30) Azs) = fw olt, 22)dt

Nalezy obraé dystrybucje h w taki sposéb, by f spelniala réwniez réwnanie

(4.28;). Przyjmujac G2 = g3 — D2G) stwierdzamy, po wykorzystaniu warunku

(4.27) oraz przemiennosci rézniczkowania dystrybucyjnego, ze D,G, = 0. Zgod- -

nie z uwaga sformulowana w p. 4.7 dystrybucja G2 daje si¢ zapisal w postaci

(4.31) (G2,9) = (p,A)
gdzie p € D'(A;) zaé funkcje p € D(2) oraz A € D(A2) s3 zwigzane zaleznosciy

(4.30). Z (4.29) oraz (4.31) widaé, ze f spelnia ukiad (4.28) wtedy i tylko wtedy,

gdy |
(432) : D2h =p.

Zagadnienie zostalo zatem sprowadzone do rozwigzania réwnania analogicznego

do (4 28,) ale w przestrzeni wymiaru nizszego o jeden. Zgodnie z twierdzeniem
3.1 réwnanie (4.32) Jest rozwxadzalne w D'(Az), przy czym wszystkie rozwiazania
sa postaci

(4.33) h=h+ec,

" Zenia dystrybucja vy 'spelnia, uklad réwnan
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gdzie hy jest pewnym rozwigzaniem szczegélnym, ¢ za$ dowolng stala. Wzory
(4.29), (4.33) okreslaja rozwigzanie ukladu, co daje punkt 1° tezy. Aby udowodni¢
punkt 2° zaléimy, ze g; = g2 = 0. Wéwczas mozna przyja¢ Gy = const, skad
wynika Go = p = 0, a wigc réwniez h = const. O

Nastepujace twierdzenie bedzie wykorzystane w dalszym ciagu ksigzki.

TWIERDZENIE 4.3. Niech 02 bedzie dowolnym obszarem w R™. Jesliu € D'(R2)
oraz D%u =10 dla Iai =r+ 1, to u jest wielomianem stopma <r.

_ Wystalczy dow1esc ze u jest wielomianem w kazdeJ kostce otwartej zawarte]
w .Q Wobec. tego zalozymy, ze 2 Jest kostka i oprzemy sie na twierdzeniu 4.2.
Usta,lajqc w1elowskazn1k B rzgdu 7 oznaczmy DPfu = v,. Na podstawie zalo-

3

D =07 (j=1,..0m);

-zgodnie z tw1erdzemem 4.2 Jest wiec funkcja staly. Zatem wszystkie pochodne

DBy (8] = r) 53 funkcjami stalymi. Ustalajac nastepnie wielowskaznik g rzedu

r—1i oznaczajqc Dpu = vy widzimy, Ze dystrybucja v, spelnia uklad réwnah

-DJUZ-‘CJ (.7“1a"-’ )s

gdzie c;-sa stalymi. Stosujac ponownie twierdzenie 4.2 stwierdzamy, ze vy jest

funkcja liniowa. Zatem wszystkie pochodne DPu (|8] = 7 — 1) s funkCJaml linio-
wymi. Ustalmy teraz dowolnie wielowskaZnik 8 rzedu r—2 i przyjmijmy DBy = v;
Dystrybucja vs spelnia uktad réwnan

(434) . Dj'UB =g; (.7 = 1,"'7'”’)’

gdzie g; sa funkcjami liniowymi, przy czym z przemiennosci rézniczkowania dys
trybucyjnego wynikaja warunki (4.27). Przeprowadzajac rachunek podobny dc
przedstawionego na poczatku niniejszego punktu mozemy znalez¢ jedno z rozwia
zah uktadu (4.34) bedace wielomianem stopnia < 2. Z twierdzenia 4.2 wynika, ¢
dowolne inne rozwiazanie ukladu (4.34) jest réwniez takim wielomianem. Zaten

- wszystkie pochodne DPu (|8| = 7 — 2) sa wielomianami stopnia < 2. Powtarza

Jjac przeprowadzone rozumowanie stwierdzamy ostatecznie, Ze u jest wielomianen
stopma <. D '

- :;' 5. Przykl'ady‘ rozwiaizar’l pddstawowych

Przybhzymy Czyteln1k0w1 pojegcie dystrybuqx wielu zmlennych przez zbada
nie kllku pr zykladow waznych w teorii rownan rozniczkowych.
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5.1. Rozwigzanie podstawowe réwnania Laplace’a. Funkcja Us(z) =
z} (a: € R?®) jest lokalnie calkowalna, gdyz po wprowadzeniu Wspolrzgdnych
rycznych

zy = rcosdcosw,

Ty =rcosd¥sinw, O0Kw2r, ~v/2<IL /2,

. zz3 =rsind,
my
1 /2
d_z =27 /rdr / cos?dd .
lzlgllxl 0 i~y

Mozemy ja zatem traktowaé jako dystrybucje w R3 i obliczy¢ jej laplasjan,

niczkujac w sensie dystrybucyjnym. Dla ¢ € D(R?) mamy

» (AUs, ) =

ie a jest liczba dodatnia dobrang, tak, aby supp ¢ C K(0,a). Niech

L = / . —dz.
IE}
e<|zi€a

Calkujac dwukrotnie przez czesci i wykorzystujac fakt, ze funkcja ¢ znika w
czeniu sfery |z| = a, otrzymujemy
190
/ 2] wda,

1 a/1

2 = — Jodz— —_—

) L / (Alxl)“’ ’ /¢8v<|x|>
.. eglriga |zl=¢

ie v jest wektorem normalnym do sfery |z| = ¢, skierowanym do jej srodka.

rwsza calka po prawej stronie (5.2) znika, gdyz, jak latwo sprawdzi¢,

3) al -0 (z0).

|z]
Oprécz tego, na sferze |z| = const, mamy

J 1 d1 1

ovle] - “drr 72’
d
-} Jror-t [
Iz:]—e  leie

e ot it e P AR e

gdzié_
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albo, po odjeciu i dodaniu pod calka wartodci ¢(0),
(5.4) - I = —47p(0) - A, — B,,

1 0
r=5 [@-eois, B.=1 [%P4.
lz)=e . [:z:l.—e

Poniewaz funkcja ¢ jest ciagla, wiec do dowolnie obranego n > 0 mozna
dobraé ¢o tak, aby dla € < ¢ i dla |z| = € zachodzita nieréwnosé |p(z)—p(0)| < 7.
Wéwczas, dla ¢ < g9, mamy f E] < 471, co oznacza, ze

 lim A4, =0.
g0+

Podobnie, korzystajac z faktu, ze pochodna 8¢/dv jako funkcja ciagla o zwar-

tym nosniku jest ograniczona, otrzymujemy

Bga 4re,

| Be| € sup|=— £

a wiec réwniez -
E o lim B, =0.
e—>0+ c

dycyjnym wrcale_] t‘przestrzem, z _wathlem punktu z = 0, w ktérym nie jest
okreslo; wnos¢ pokazuje, ze funkcja —(1/47)Us, traktowana jako dys-
trvbuqa, spelm?a.'_'( Ta

€ w- calej przestrzeni R?) réwnanie niejednorodne, w
ktorym })rawa stron
nowoczesne_] teor :

“delta Diraca. Uogélniajac ten fakt przyjmuje sie w
nai rézniczkowych nastepujaca definicje. Niech

P»(“D) = Y a,D°

lafgm
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bedzie liniowym operatorem rézniczkowym o stalych wspélczynnikach. Dystry-
bucje e € D'(R") nazywamy rozwigzaniem podstawowym operatora P (uiywa sig
takie terminu: rozwigzanie podstawowe réwnania réiniczkowego P(D)u = 0), jesli

P(D)e = 6.
Niech 1
U(z)=In I_ﬂ (z € R?)
oraz. )
Un(e) = G gppe FERN>Y

i niech o, oznacza miare sfery jednostkowej w R” (dla n = 2 sfera jednostkowa . .

jest oczywicie okregiem o promieniu 1, zatem oy = 27). Przeprowadzajac po-
dobny rachunek na plaszczyZnie R? lub w przestrzeni R stwierdzamy, ze funkcja

—(1/04)Up jest rozwigzaniem podstawowym operatora Laplace’a dla dowolnego -

n > 2. Szczegdly rachunkowe pozostawiamy Czytelnikowi.

5.2. Rozwiazanie podstawowe réwnania przewodnictwa cieplnego. .
Wykazemy, ze funkcja '

V(z,t) = —14(1)(2Vat)  exp(—|z|*/4t) (z€R",t€R),

gdzie
: 1 dlat>0,
L+(t) = {o dla t <0,

jest rozwiazaniem podstawowym réwnania przewodnictwa cieplnego
(5.6) Agu—u; = 0.

Najpierw-sprawdzimy, ze V' jest lokalnie catkowalna, moze by¢ zatem trakto-
wana jako dystrybucja. Podstawienie

(5.7)  y=e/Vi

daje dla ustalonego t > 0

(58) [V blde = (voy™ [ ay=1,
. R®

Rn
zatem dla dowolnego T' > 0 calka‘ '

T ‘ '
[ JV(zt)ldedt
o R»

_ 5. Przyklady rozwiazan podstawowych <

jest skoniczona. Ko;?zystajqc z definicji rézniczkowania w sensie dystrybucyjnyr
otrzymujemy '

(5.9) (ALY =V, p) = lir&_(As + B.),

gdiie .

x W.cgflqe Ae’ Wykbﬁajmy catkowanie przez czesci, co jest mozliwe, gdyZ fun
cja podca,l_koga_, je_gf. klasy C*® dla t > ¢ > 0. 'Pamigtajac, ze funkcja ¢ znil

. tozsamosciowp" pQza pewnym ograniczonym zbiorem, otrzymujemy

'(5.;0) o 'Ae_,=‘ f;f(Axvypéxdt.
S . e Rr o

W calce B, mbzemy zmieni¢ kolejnoéé calkowania, gdyz funkcja podcalkow

- - jest czf,lkowa,h}"a na noéniku . Calkujac nastepnie przez czesci, dostajemy

(5.11) - Bo=- [ [Vipdtde— [V(z,e)p(z,c)dz.
: R* ¢ R"

!Sez'poéredilim rachunkiem sprawdzamy, ze dla ¢ > 0 funk;:ja. V spelnia rés
nanie (5.6). Wobec tego, po dodaniu (5.10) i (5.11), z (5.9) dostajemy

(5.12) © {4V = Vep) = - lim R[ V(z,)p(z,€)dz .
_ Calkeg po prawej stronie (5.12) mozna zapisaé jako sume calek

I, = V“a:, o(z,€) — ¢(z,0)]dz  oraz = T T
S V(@ )leler) ~ o001 Jo= [V e)olz, 0.

Funkcja ¢ jest jednostajnie ciagla, zatem do dowolnego 7 > 0 mozna dobr:
&n tak, by dla 0 < € < ¢, zachodzila nieréwnoéé

613) - lpmo-e@0l<n (eR).

Pq wykor?ystaniu (5.13) i pbdstawieniu

(5:14) v o z=3/0E

ldosta,j'emy__ llsig ndlac<e, A _Wigé

(5.15) SR lim L =0,

e—04-
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.. Pozostaje zbadanie calki J., ktéra — po wykonaniu podstawienia (5.14) —
zapiszemy w postaci ' .

(5.16) J. = K. — ¢(0,0),

g&zié | |

(5.17) K. = (Vo)™ [ e# ((0,0) - ¢(2vE 2,0))dz.
Rn .

" Wobec (5.12), (5.15) i (5.16) mamy
(5.18) (AsV = Vi) = = lim Ko+ 9(0,0)

i dla zakoniczenia rachunku pozostaje wykazaé, ze granica po prawej stronie (5.18)

jest réwna zeru, . .
Niech M = sup |¢| i dobierzmy do danego n > 0 liczbe ¢ tak, aby

/ e dz <

[z|>e

v "
(5.19) W .

Rozbijajac obszar catkowania w calce K., dostajemy

EL< T (D™ e (0(0,0) - p(2vE 2,0))dz.

(5.20)
: jzI<e

Rozumujac podobnie jak przy badaniu calki I,, wykazujemy, .ie do dowglnggo
>0 mozna dobraé &, tak, by dla ¢ < &, calka po prawej stroiue (5.20)’by1a. co»
do modulu mniejsza niz 1/2. Zatem |K,| < ndlae < 5,,‘,_ co konczy dowocllr.“«‘;,’

:“5.3. Rozwiazanie podstawowe réwnania fali przestrzennej.' Oz'nia._f:z’a.—’
jac przez S gladka (n — 1)-wymiarows powierzchni¢ w R, wprowadzimy uogdl-
nienie delty Diraca jako

(5.21) Esvo) = [pdo (o€ DR).
S

. - . . 3 . .
~ Niech w szczegélnosci S, oznacza sfere |z| = @ w przestrzeni R® i niech

[ o]
1 1
=-— [z ,t)dogdt
(Bop)= -5 [7 [ elaitydo
0 z|=ct

(5.22)

‘gdzie € R®,t € R, p € D(R"), zapis zas do, oznacza, Ze calkujemy Po S.ct
wzgledem miary powierzchniowej. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, Ze

- (5.23)

(5.27)

5. Przyklady rozwigzan podstawowych . 2

oba funkcjonaly 65 oraz E spelniaja warunki (Wa.3) 1 (Wqq), 53 wiec dystrybt
cjami. _ .
Za pomocy wprowadzonych oznaczeri mozemy dystrybucje E3 zapisaé kréce
S ~14(t)
ot E; = bs,, .
I 3T T4 S
Udowodnimy, e jest ona rozwigzaniem podstawowym réwnania fali prze
strzennej

1
A.r’lt—z;‘ll.u:() ($€R3,t€R)

Zaczniemy od przeksztalcenia calki po prawej stronie (5.22). Podstawieni
ct = r w wewnetrznej calce daje

o0
1 1 - r
' (E3, ) = ™ 0/; /w(x,z)dazdr.

|zl=r

(5.24)

Wprowadzajac wspélrzedne sferyczne w R3 (por. p. 5.1) mozemy latwo spraw
dzi¢, Ze do, = r?dp, gdzie u oznacza miare na sferze jednostkowej. Zatem

1 7 ,
(E3, ) = i /r I(p(ry, z)dudr,

i 0 |yl=1

(5.25)

przy czym do _éalki iterowaaej po prawej stronie mozna zastosowaé twierdzenic
Fubiniegp. Przechodzac do wspdlrzednych sferycanych sprawdzamy, ze

(5.26) (r=lz])

iz(5.25) oraz’z (5.26) ostatecznie dostajemy

rldp = dz

__1 [elzlfc),
(E&‘P) - ar /——m——dz,
R3

a stad, zgodnie z definicja rézniczkowania dystrybucyjnego,

(5.28) (OEs, ¢) = -4-1; (—D—“’)—(IZ"—“’MM.
- R

Pozostaje sfrawdzié, ze prawa strona (5.28) jest réwna ©(0,0) dla dowolnie
obranej funkcji % € D(R). Dla wygodniejszego zapisu wprowadzimy oznaczenie
|z|

' [gl(e) = g( -) (s € RY).

[4

(5.29)°
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Funkcja v = [¢] jest klasy C§°(R3 \ {0}), mozemy wiec do calki

Je = /é{dz
r

rze

(r=l=l)

:astosowal regule calkowania przez czesci, co daje
s ' a1 10v
5.30) Je = /ﬁ,(;)”dﬂ - ;ﬁda,

: r=¢ r=e

azeli uwzélgdnimy fakt, ze wektor # =OX ma kierunek normalny do sfery r=¢

jest zwrécony na zewnatrz. Po obliczeniu pochodnej normalnej mozemy (5.30) ‘

apisa¢ w postaci

. 5.31) Jc = Ife s
dzie
1 1 [dv
532) . K= [(0)-o@)ds—mo(0)- - [ Zhdo.
L r=e r=e

Celem dalszych rachunkéw bedzie obustronne przejicie do granicy w (5.3})
la ¢ — 0. Zaczniemy od calki J,. Niech h = [¢;]. Bezposrednie rézniczkowanie

ozwala sprawdzié, ze

2 3(rh)

‘ Av = [D(p] + ; 57
3 po obliczeniu pochodnej kierunkowej daje
. Av [O¢] 2 > (rh D(.l.)
).33) T——-—;——-}-cjz:;l)](’r) i\7 )

Uwzgledniajac (5.33), célkujqc przez czedci, otrzymujemy

‘ B¢l ,
334) Je = / —T—dx - Is N
r2e
dzie . | .
2 1 - 2d
I = ZZ /thj - cds (7, z;)do ,
) J=1lp=, . i
zatém, po wykonaniu réini(;zkowa,nia, pod calka,
2
335) A Ie = —c—_e' hdo .

r=¢

AR g
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Poniewas funkcja h jest ograniczona, zatem % (5.35) dostajemy
‘ ' ‘ 87
IIe| € —€sup |h},

a wigc lime_,o I, = 0. Poniewaz funkcja [O¢] ma ograniczony nosnik, a 1/r jest

- funkcja lokalnie galqualnzg (por. p. 5.1), réwnoéé (5.34) daje

(5:36)

"lim J, = / @dx .
L &0 ¢ r )
% ,‘ R

,Przejdz’hly. 53:'.wjfé,ienia }’('5.'~ Z ciaglosci. funkéji v wynika, ze dla dowolnie

o danego 7 > 0 _Ihoiné; dobraé ey tak,*by dla |z| < &, zachodzila nieréwnoéc
v(0) = v(2)| < m/4n. Zatem dla'e < &, mamy i

<7,

5 [ GO - v(@)ds

r=£

s .

co’ oznacza, ie_ piérwszy wyraz po prawej stronie (5.32) dazy.do zera wraz z «.

 Ponadto wyrazenje 0v/d =, jest ograniczone przez stala niezaleina od ¢, wiec

l dia

€ or
r=g

g const - €.

Wobec tego przejécie do granicy w (5.32) daje
(5.37) lim K, = ~47¢(0,0),
e
co po uwzglgdniehiﬁ (5.31) i (5.36) koriczy dowdd.

5.4. Nosnik dystrybucji. Rozwazmy dwa obszary 2 C 2 C R™. Oczy-
wiscie kazda dystrybucja f € D’ (£20) moze by¢ rozwazana jako funkcjonal liniowy

" na wegzszej klasie funkcji prébnych C§°(92). Nie jest trudno sprawdzié, ze jest to

funkcjonal ciagly ze wzgledu na zbieznosé w przestrzeni D(£2). Funkcjonal ten
nazywamy obcigciem lub zwezeniem dystrybucyi f do obszaru 2 i ozhaczamy przez

. fl. Méwimy, ze dystrybucja f znike w obszarze 12, jezeli f| jest funkcjonalem
-zerowym. Innymi slowy, dystrybucja f znika w 12, jezeli (f,) = 0 dla dowol-

nej funkcji ¢ € Cg°(.Q)W tym drugim sformulowaniu 2 moze by¢ dowolnym

- otwartym -(niekon-ieczni_e spdjnym) podzbiorem §2,.

- Nosnikiem dystrybucji f € D'(12) bedziemy nazywali najmniejszy zbidr (1)
Ko nastqpujaCCycy"_Wlasnos’ciach: : - : :

(*) Przez najmr_z,i,éjszy 2bidr rozumiémy tu czg$¢ wspdlng wszystkich zbioréw majacych wla-
snos¢ (i) oraz (ii). = L _ _
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(1) 2\ K jest zbiorem otwartym,
(i) f znika w 20\ K.
Nosmk dystrybucji f oznaczamy przez f lub supp f.

“PRZYKLAD 5.1. Dystrybucja é(z — a) znika w zbiorze R™ \ {a}. Jej nosnikiem

est. zbiér jednopunktowy {a}.

PRZYKLAD 5.2. Nosnikiem rozwiazania podstawowego E3 jest powierzchnia
toika C |z] = ctyt > 0. Istotnie, jezeli ¢ C R*\ C, to funkcja ¢ znika w
rtoczeniu powierzchni C i ze wzoru (5.22) wynika natychmiast, ze (E3,¢) = 0.
Nobec tego supp E3 zawiera si¢ w zbiorze C. Aby udowodni¢ réwnoéé, wystarczy
rokazaé, ze dla dowolnie obranego punktu (£, f) € C mozna znalesé funkcje
> € C°°(R4) spelniajaca warunki: ¢(2,7) # 0 i (Es, ¢) # 0. Funkcja, taka, jest

2 — fl2
, ‘P(”«"t)=h(1—‘ mkigad tl),

o?
dzie h jest funkcja okreslong wzorem (1.17),'a za$ ustalona liczba dodatnia.
Kaida dystrybucja jest z definicji funkcjonalem liniowym na przestrzeni funk-

ji gladkich o zwartym nosniku. Z twierdzenia, ktére udowodnimy w tym punkcie,
ryniknie, Ze funkcjonal ten mozna przy odpowiednich zalozeniach rozszerzy¢ jed-
oznacznie na pewna nieco obszerniejsza klase funkcji gtadkich.

. Zaczniemy od zmodyfikowania funkcji ¢, (wzory (4.1), (4.2)), wprowadzonej
ako przyklad funkcji gladkiej o zwartym noéniku. Jak latwo sprawdzié,

pa(z) = p1(z/a).
‘unkcja ¢; spelnia nastgpujace warunki: _
(W5.1) ¢1 € C§°(R™), nosnikiem ¢, jest kula |z| < 1
(w5.2) pa(z) > 0.
Wobec tego, przyjmujac
(ws.1) wa(z) = a™"wi(z/a) (a > 0,z € R"), gdzie

wi(z) = ctp(z), c= f ®1,
Rﬂ

trzymujemy jednoparametrowa rodzing funkcji w, o nastepujacych wlasnogciach:
(VV&Q)(da € C%P(I{P);
(ws.3) noénikiem funkcji w, jest kula |z| < a;
(Ws.4) wa(z) 2 0;
(W5.5) Jigjga wWa(@)dz = 1.
Jak latwo sprawdzic, zachodzi zwiazek

5.38) : wa(z) = ¢ la " pu(2) .

5. Przyktady rozwigzan podstawowych 4:

LEMAT 5.1. Jezeli f € L} (R™), to funkcja

(5.39) (W f)@) = [walz ~ y)f(y)dy
. . R»

jest Iclasy C(R"); pochodﬁe jej 'oblic;amy rozniczkujge pod znakiem catki.
Calke (5.39) nézywamy splotem funkcji w, i f.

Dowdd przeprowadzimy dla n = 1, aby uproécié zapis. Niech fo=mwaxf
i niech || < 1. Dla ustalonego # mamy

E+a+l

(5-40) | fa(i-Fh)—fa('f:)é— [ wa(d+h - g) —wa(& - )] f(v)dy.

Z—g—1

Poniewaz w, jest funkc_]ad jednostajnie ciagta, mozna dla dowolnie danego ¢ > ¢
dobraé h. tak, by dla |h| < h. zachodzila nieréwnosé

(541) Iwa(z +h—y)-weld - y)| < e/d,
- gdzie. .
: - i : E+a+l .
o d= [ |f(y)ldy.
. &—a-1

Z (5 40)1 (5 41) wymka ze. lfa(a: + h) - fo(%)] < € dla |h| < ke, co dowodzi
c13¢glq$c1 funkeji “f;w w punkc1e £. Aby udowodnié rézniczkowalnosé, zapiszemy
iloraz rézniczkowy w oétac1 ;

F+a+1
[ wi(E+6h-y)f(y)dy,

Z—-a-1

[ \zé_rrrly do praweJ strony (5 42) zastosowal twierdzenie

aJoryzowaneJ i przejs¢ do granicy pod znakiem calki

resle ‘CJQLQ;,, a jedynie z jej wlasnosci (ws.2) i (ws3). W zwiazku 2z
tym lemat pozosta.' uszny po zastapieniu funkcji (5.38) przez dowolna inna
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unkcje wq, byleby spelniala ona wymienione warunki. Ze wzgledu na wlasnosé
idowodniona w lemacie 5.1, kazda rodzine funkcji w, spelniajaca warunki (ws 1) -
ws.5) bedziemy nazywali jgdrem wygladzajgcym. Funkcje takie odgrywaja waina
‘ole w analizie. Zauwazmy, ze aby skonstruowaé jadro wygladzajace, wystarczy

nieé¢ do dyspozycji jakakolwiek funkcje ¢, spelniajaca (wi,) i (whs) i postu-

1yé sie warunkiem (ws;). Udowodniony lemat 5.1 jest bardzo uzyteczny, gdyz
»ozwala konstruowaé niejako ,na zaméwienie” funkcje gladkie, ktérych noénik

-awarty jest w danym z gory zbiorze otwartym. Sprébujmy rozwiazaé nastgpu-,

ace zadanie:
Niech {2 bedzie zbiorem otwartym w R™ i niech dany bedzie zbiér zwarty

¢ £2. Skonstruowaé funkcje 1 spelniajaca warunki:
(ws.6) 1 € C§°(2);
{(ws.7) 0 < () < 1 (2 € RY);
(wsg) n(z)=1dlaz € F.
W dalszym ciagu przez odstep zblorow A, B C R* bedziemy rozumieli hczb@

dist(A, B) = mf |:c -yl.

Zakladajac 2 # R® przyjmijmy h = dist(F, 802). Jak mozna latwo sprawdzié
por. zadanie 6), jest to liczba dodatnia. W przypadku gdy £ = R" obierzemy
ako h dowolnie ustalong liczbe dodatnia.

* Niech
Fo={z+y:z€F,ly<a}
niech

. _ (1 dla z € Fp5,
7(z) = { 0 dla pozostalych z.

Woéwcezas funkcje n okreslamy jako splot:
| N= Wik
Z lematu 5.1 wynika, ze jest to funkcja klasy C°(R™).

Sprawdzenie warunkow (wse)—(wsg) pozostawiamy Czytelnikowi jako éwi-

zenie.
Mozemy teraz udowodnié

TWIERDZENIE 5.1. Niech 2 C R bedzie dowolnym obszarem a f € D'(R2).
unkcjonat f mozna jednoznacznie rozszerzyé na klase

Fr={p€C®(): fn gjestébiorem 2wartym} .
Dla ¢ € F; pozostaje stuszna réwnosé

5.43) (Dif,¢) = —(f, Djep) .

5. Przyklady rozwigzan podstawowych 45

Dla dowodu niech F' = f N ¢ i niech 7 € C§°(12) bedzie funkcja réwna 1 w
zbiorze Fj /. Przyjmiemy dla ¢ € ¥y

(5.44) - (fre) = (finep) -

Prawa strona (5.44) jest dobrze okreslona, gdyz ne € C§°(12). Obierajac dwie
rézne funkc_]e M, 772 mamy

(f7 "71()0> (f’ "72‘P> = (f? ("71 - 772)<P) =

gdyz funkcja (71 - 72)¢ znika tozsamoéciowo w otoczeniu noénika f. Rozszerzenie

(5.44) jest zatem jednoznaczne.
Aby sprawdzié (5.43) zauwazmy, ze z deﬁmcp rézniczkowania dystrybucyj-

nego, wobec (5.44), dla ¢’ € Fy mamy ‘
(5.45) (Dife) = = (£,(Dime) = (D) -

Plerwszy wyraz. po prawej stronie jest zerem, gdyz funkcja (D;n)e zmka %
otoczeniu noénika f. Poniewai D;¢ réwniez nalezy do klasy Fy, wiec z (5.44)
(5.45) wymka (5 43) o

WNIOSEK 5. 1. Jezelz @ € C®(2), przy czym zbiory supp f oraz SUpp ¢ St

rozlqczne, to <p G .7-'; oraz (f,e)=0.

Dowod Zblor F wprowadzony w dowodzie twierdzenia 5.1, jest pusty, za

_tem za nf‘mozna. Iz, Ja¢c dowoln@ funkcje klasy C§°(2). W szczegdlnoéci mozn:

o~ T

' plaslczej nazywam ;

1a¢ia,mem réwnania fa.h przestrzennej niezaleznym od a:3

i’l‘bZWlea.n rownama, falowego dlan =2 nalezy szuka:

nym w RY) latwo Jednak sprawdz1c, ze jego przeciecie z noénikiem rozwiazani
podsta,wowego'E;; (por przyklad 5.2) jest zbiorem zwartym. Wobec tego mozem,
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. zastosowaé twierdzenie 5.1. Zbadajmy dokladniej, w jaki sposéb bedzie dzialaé
* dystrybucja E3 na funkcje 1.
: Zgodnie z wzorem (5.22) mamy

oo

Eb) == [ 1 [vrm)do,ar,

0 Sct

gdzie S,; jest powierzchnia kuli o $rodku w Poczatku ukladu i promieniy ctw
przestrzeni R3. Powierz i¢ t¢ mozna opisa¢ dwoma réwnaniami:

z3 = %4/c%2 z? - z3.

ct

*Néwcezas

do, =

dz,dz,.
22 — 2% — 52

Po rozbiciu kuli na polkule gérng i dolng, wewnetrzna calka przyjmuje postaé

ctp(z1, 2o, )
BRTE . = N e

escet
Zatem
| o | [ [ $(1,25,0)
46) Es,¢) = -5 / P21, 22,t)
) (E3, ) 5 J mdxdt.
. ogcet

Réwnosé (5.46) mozna zapisaé teZ w postaci

47) . (E3,¢) = j"° sz¢dzdt,
: -0 R2 g

:
) - Byfat) = - = 1t Oli(et - o)) (z € R?). z

T \/(‘:2t2 -~ ,x|2 |

Wprowa,dza,jqc wspétrzedne biegunowe na, plaszczyznie, mozna wykazaé, ze
kcja Eg Jest }oka.lnie calkowalna, moze wigc byé traktowana Jjako dystrybucja. -
Sprawdzimy, ze jest to rozwigzanie podstawowe réwnania, falowego dla n = 2
tnje, réz'qgf:gkujqc W sensie dystrybucyjnym, wobec (5.47) otrzymujemy

9 - (O2E,, ¢) = (s, Os9) ,

' (slan) do dystrybuc]z [, jezeli

. ‘dla dowolnej funkeji p € D(2). . <

6 Zbieinos¢ w przestrzeni D’ (2) 47
ale Oz1) = O34 i wobec tego, zgodnie z twierdzeniem 5.1, (Ej, Oy9) = (O3E3, ),
czyli . )

(5.50) (Es,0g%) = (5,4) = %(0,0,0).
Z (5.49) i (5.50) wynika, ze 0, E; = 6.

6.§Zbieénoéé-w przestrzeni D'(02)

6.1. Deﬁnicj;f*i fi“éyklady. Méwimy, ze cag {fk} C D'(2) jest zbieiny

im0 = (f0)

.

Definicja ta p:?enosi si¢ bez zmiany na przypadek, gdy zamiast ciagu mamy
jednoparametrows rodzing dystrybucji RO A5 a — fa € D'(R2). Przyjmujemy
mianowicie . ‘ .

T lim f, = f

. o a—a
w sensie slabej zbieinoéci, jezeli

im (f., ) = (f, )

. . . a—a
dla. dowolnej funkcji v € D(R2).

Zbieinosé i sume szeregu dystrybucji okreslamy podobnie jak to robi sie dla
szeregéw liczbowych, tzn. przyjmujemy

) .
kzlfk = mh—inoosm’

gdzie §,, = Z fr.
k=1

. PRZYKEAD 6.1. Funkcja sin kz (k = 1,2,...) jest dystrybucja, regularng

. na R. Poniewaz

1 [
sin kx = <_E cos kz) s

" wiec dla dowolnie ustalonej funkeji ¢ € D(R), po scatkowaniu przez czesci, do-

stajemy .. .
f e(z)sinkzdz = i f #'(z) coskz dz
i'wobec tego

-- ' jcp(z)sinka:dz' !

oo = o
. fllg'(x.)ldx.

<
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A zatem, zgodnie z przyjeta definicja,

(6.1) lim sinkz = 0

k—o0

w sensie slabej zbieznoéci. Warto zauwazy¢, ze ciag {sin kz} nie ma granicy punk-
towej dla zadnego z nie bedacego catkowity w1elokrotnosc1@ .

PrzYKiAD 6.2. Niech w, bedzie dowolna funkcn ciaggla na R®, spelmajzyca‘ ‘
warunki (ws.2)—(Ws.5) (W szczegélnoéci moze to byé funkcja okreflona wzorem

(5.38) lub jakiekolwiek inne jadro wy‘gladza.jq;e). Woéwczas

(62) ' lim w, =

Istotnie, dla dowolnej funkcji ¢ € D(R") ina.m&

4

(6:3) f%wwmm— J wa(@)le(2) = @(0))dz + 9(0).

lzl<a

7 ciagloéci funkcji ¢ wynika, ze do dowolnego ¢ > 0 mozna dobraé¢ 6§ > 0
tak, by dla |z| < § zachodzila nieréwnos¢ |p(z) — ¢(0)| < . Wobec tego wartosé
~ bezwzgledna calki po prawej stronie (6.3) nie przekracza ¢ dla a < 8, a to oznacza,

ze dazy ona do zera dia @ — 0+. Zatem :

Jz, Jnhpte)de = 6,0)

i réwnosé (6.2) jest udowodniona.

' PRZYKEAD 6.3. Rachunek podobny do przeprowadzonego w przykladzie 6.2
pokazuje, ze dlan =1

(64) Jim, wa(t -~ to) = 8(t —to)
w sensie zbjeznosci w D'(R).

Przypusémy, 7e w, jest funkcjg okreslong wzorem (5.38) i Ze wa(t —to) wyra,za,
napiecie w obwodzie elektrycznym jako funkcjg czasu t. Wobec tego uklad jest pod

napieciem jedynie w ,malym” przedziale czasowym (%o —a, %o +a), przy czym dla .

t = to napiecie to jest ,duze” (formalnie lim,_,04 wa(to) = 00). Méwimy wéwczas,
7e w obwodzie mamy impuls napiecia w chwili ¢ = #o. Ze wzgledu na przejscie
graniczne (6.4) przyjmujemy, ze impuls ten moze by¢ opisany dystrybucja 6(t—to).
W zwiazku z tym w hteraturze techmczneJ przyjal si¢ dla dystrybucji § termin
nfunkcja impulsowa”. .

‘1@@-. Jm

6. Zbieznoé¢ w przestrzeni D’'(42) 49

PRZYKEAD 6.4. Niéch
A v(z,t) = ('2\/73)“" exp (—|z|*/4t) (z € R*,t>0).
" Wykazemy, ze

6.5 : ﬂ =

(65) o Jmoein =4,

jezeli przejicie do granicy rozumiemy w sensie dystrybucyjnym. Zauwazmy, ze
funkcja v rézni si¢ jedynie znakiem od wprowadzonego w p. 5.2 rozwiazania pod-
stawowego réwnania przewodnictwa cieplnego. Wobec (5.8) zadanie nasze spro-
wadza si¢ do wykazama, ze calka

J @ Dlee) - p(0))da

Rﬂ

zmierza do zera, gdy t — 04 dla dowolnie obranej funkeji ¢ € D(R™). Niech
K5 oznacza kostke |z;| < 6§ (j =1,...,n). Rozbijajac obszar calkowania w calce
(6.6), oznaczmy przez Ji(t) (i = 1,2) calki rozciagnigte odpowiednio na kostke K5

_ina jej dopelmeme Oblerzmy & w taki sposéb, by dla # € K zachodzila nieréw-

nosé |(p(a:) <p(0)| 8/2 (jest to mozliwe wobec ciagloéci funkeji o). Wéwezas,
zgodme z (5.8),. :

1{wmn<dz

I v(z t)dz, gdzie M = sup |¢|.
f'»\Ko:f‘_'

f;w@,
Qs

)< 2m(ym)

kreslony nieréwnoéciami |y;| > 6/2v% (j = 1,...,n).

|Ja(t)] < g/2.
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Nieréwnosci (6.7) i (6.9) koicza dowdd.

Latwo sprawdzié¢ za pomoca réiniczkowania, e funkcja v spelnia réwnanie.

przewodnictwa cieplnego (5.6). Z udowodnionej réwnoéci (6.5) wynika, ze opisuje

ona rozklad temperatury w ogrodku pozbawionym Zrédet ciepla, ktéry w chwili

t = 0 otrzymal impuls cieplny skupiony w poczatku ukladu.
PRZYKEAD 6.5. Obliczymy w D'(R) granice

lim - l_ g 1,.,
=0+ 241 x40

Niech @ € D(R) bedzie ustalon@ funkcja o noéniku zawartym w przedziale
[_—a, a]. Mozemy ja rozlozyé na sume p(z) = ¢(0) + z9(z), gdzie ¥ jest funkcja
ciagly dla = € R (por. przyklad 2.3, wzér (2.7)). Wobec tego dla n > 0 mamy

o0
(6.10) #@) 4, _ ©(0)4, + B, ,
z +in 7 n
-00
ydzie
a a
_ T -1 z — 1y
An = —Zmdz, B,, = /mmp(z)dx

Pierwsza calka daje sie obliczyé, a mianowicie

6.11) A, = —2iarctg ;‘;-—» —ir  (n—0+).

Aby znale¢ granice drugiej calki, zauwazmy najpierw, ze dla dowolnie usta-

onego 7 > 0 mamy

la—in) __lo| _,
-'172+772 _\/m\ .-

Wobec tego wyrazenie podcatkowe w calce By, jest ograniczone co do wartoéci
ezwzglednej przez funkcje |4(z)|, ktéra jako funkcja ciagla jest catkowalna na

rzedziale [-a,a]. Mozemy wigc zastosowaé twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci
majoryzowanej, co daje.

3.12)
n—0+

lim B, = [ 4(z)ds.
Jak wykazaliémy w przykladzie 2.3, calka po prawej stronie (6.12) jest réwna

o0
—co

et
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© a wiéc, uwzgledniajac (6.10)—(’6.1‘2), dostajemy

N K. C N /‘-—_‘P(”’)d '
nlg& / T+ in de = ~inp(0) + vp z

lub, w zapisie dystrybucyjnym,

1 ) 1
(6.13) T i —iré(x) + P; .

Podobnie mozna wyka.za.é, Ze

1 — = i7r6(a:)+P%.

(6.14)" =

Wyrazenia (6.13) i (6.14) nosza nazwe wzordw Sochockiego—Plemelja i s3 uzy-
wane w fizyce kwantowej.

6.2. Ciagloéé dzialaﬁ w przestrzeni dystrybucji. Dla ddwolnego od-
wzorowania liniowego A w przestrzeni D(f2) mozemy okreslié operator transpo-
nowany AY w przestrzeni dystrybucji, przyjmujac dla' dowolnych ¢ € D(£) i

feD(@),

'(Atrfv 99>~= (fv A‘to) .

Zacliodzi latwe do udowodnieni_a

(6.15)

STWIERDZENIE 6.1. Operator A" jest ciggly ze wzgledu na stabg zbieznosé.

Dowdd. AY jest operatorem liniowym, wystarczy wiec udowodnié cigglodé
w zerze. Niech g — O w przestrzeni D'(R2). Zastepujac w (6.15) dystrybucje f
przez g i przechodzac do granicy, dostajemy

lim (Atrgk’ (P> =0
k—o00

dla dowolnej funkeji ¢ € D(£2), a to oznacza, ie A%gr — 0.0

Zauwaimy, Ze wprowadzone w § 4 dzialania na dystrybucjach maja postaé
odwzorowania A¥, gdzie _

(i) A, = pod~1/| det a| w przypadku, gdy d jest przeksztalceniem afinicznym
okreslonym wzorem d(z) = az + b, w ktérym a jest macierza nieosobliwg n X n,
abeRY ) .

(i) Ap = pp w przypadku mnozenia przez funkcje p € C°(R2);
(i) Ap = —Djp w przypadku rézniczkowania.
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Dzialania te s3 wiec ciagle ze wzgledu na zbieznoéé dystrybucyjna. W szcze-
gélnodci, ciaglosé réiniczkowania dystrybucyjnego oznacza, ze dowolny zbiezny
ciag dystrybucji {fr} moze byé rézniczkowany wyraz za wyrazem, tj. ze

klim Dify = D;f,
—00

jeiéﬁ f = limg—oo fi. Z rézniczkowaniem ciagéw bad? szeregéw dystrybucji nie
ma wiec tych klopotéw jakie wystepuja w analizie klasycznej, gdzie warunkiem
dostatecznym przestawiania rézniczkowania z przejiciem do granicy jest jedno-
stajna zbieznoéé ciggu zrézniczkowanego. Oczywiicie, nie ma nic za darmo: réw-
noéé (6.15) jest na ogol stuszna tylko dla zbieznoéci dystrybucyjnej, co oznacza
w gruncie rzeczy bardzo niewiele (por. przyklad 6.1).

PRZYKLAD 6.6. Zaléimy, ze dla k = 0,1,2,... dane s3 funkcje gi € CYR)i

liczby ay, spelniajace nastepujace warunki:
" (i) ak < k413 :

(ii) limy o0 @—p = —00, liMk_oo @ = 00

Okreélimy funkcje f, przyjmujac f(z) = gi(z) dla ar < 7 < @kt -

Funkcja f jest lokalnie calkowalna, mozna wiec méwié o jej pochodnej dys-
trybucyjnej f'. Z drugiej strony, pochodna df /dz w zwyklym sensie jest funkcja
ciagla i ograniczona w kazdym przedziale (a, ax4+1), moze wiec byé traktowana
jako dystrybucja. Wzdr (3.7), otrzymany w przypadku funkcji niecigglej w jed-

nym punkcie, uogdlnia si¢ nastepujaco na przypadek przeliczalnej liczby punktéw’

skokowych:
| 7 df - —
(6.16) fr= dz + Z [flaud(z — ak),
z k=—o00
gdzie

e = imf()~ _lim_f(a)-

z— z—ag—
Sprawdzenie przebiega podobnie jak w przykladzie 3.1, nalezy tylko zauwa-
zy¢é, 7e noénik ustalonej funkcji ¢ € D(R) zawiera jedynie skoficzong liczbg punk-
téw ag.

PrZYKEAD 6.7. Niech g bgdzie funkcja jednéj zmiennej o okresie 2w, okre-

§lona dla 0 < z < 27 wzorem

Jako funkcja ciagla i przedzialami monotoniczna jest ona réwna sumie swo-
jego szeregu Fouriera. Po obliczeniu wsp6lczynnikéw fourierowskich i wyraZeniu
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funkcji trygonometrycznych przez funkcje wykladnicza otrzymujemy
- . .

T . 1 . .
g(x) = E _ 5.; ) ﬁ(em + e—:kx) ,
. =1

co mozna zapisaé krécej

: ' r 1 & 1
6.17 ’ — t _ikx
(617) =g L g
=00
k#0

Stosujac kryterium poréwnawcze zbieznoéci szeregéw, widzimy natychmiast

. e szereg po prawej stronie jest zbiezny jednostajnie, a wigc i w sensie dystrybu

cyjnym. Zrézniczkujemy w sensie dystrybucyjnym obie strony (6.17). Funkcja ¢
jest ciagla i ma pochodng przedzialami ciagla, wobec tego (por. przyklad 6.6) je
pochodna dystrybucyjna jest réwna pochodnej w zwyklym sensie okreslonej dl
x # 2k~ Szereg po prawej stronie moze byé rézniczkowany (w sensie dystrybu
cyjnym) wyraz za wyrazem, otrzymujemy wigc

6.18 R / —_ __1'_ 2 ikx
S s oo T =—00
DR kEO

gdii_e g (z) jfési funqu o okresie 27 dang dla z € (0,27) wzorem

o0
Z cos kz

26(:1: —2k7m)=1+2
o0 k=1

ggnié (6.19) bywa nazywany przez technikéw deltq trygonc
tr‘ong'(6.19) mozna uwazaé za rozwiniecie delty trygonomse

g

szereg:-Fouriera. : .
m rozdziale poznamy zastosowania wzoru (6.19).

"W nastepn




4 ‘ A I. Wstepne wiadomodci z teorii dystrybucji |

1. Niech h bedzie funkcjg okreslong wzorem (1.17). Sprawdzié, ze h()(0) = 0 dla
i=12,... ) A
2. Znalezé noéniki podanych nizej funkeji. Ktére z nich naleza do klasy C§°(R")?

Zadania !
: _[lzP—|z*) dlajz|<1, j
@ 1) ={}

dla pozostalych z € R";

(b) 9(2) = h(z1 + 22+ 23), z€RY; ‘

(¢) p(z,y) = (1 - 2*)(1-4*)), (=,y) €R?;

) e($’+2y’+1)/(3’+2y’-1), i gdy x2 + 2y2 < 1,

(d) g(=,9) = { 0 dla pozostalych (z,y) € R2.

Funkcj\a h jest okreslona wzorem (1.17).

3. Udowodnié, e dziatania rézniczkowania i mnozenia przez funkeje gladka sa ciagle
v przestrzeni D(§2) ze wzgledu na wprowadzona w niej zbieinosé (p. 4.1).
| 4. Sprawdzié, ktdre z ponizszych wyrazen okreéla dystrybucje na osi rzeczywistej R.:

(a) (f,9) = Lo #™(0) (0K n < 0). :

Wskazéwka. Dla n = oo wykorzystaé¢ twierdzenie Borela (por. [20], rozdz. I):
Jla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych {ci} istnieje funkcja ¢ € C®(R) taka, ze
® = g4)(0). o ¥) ‘

(b) {f, ) = Tizo e®(k).

(e) {9} = LiZow(1+ 1/k).

(@ {£,9) = [ loo)ldt.

(e) {f,¢) = folgo(")(t)dt, gdzie n jest ustalona liczba naturalna.

Funkcja ¢ jest dowolna funkcja klasy C3°(R).

5. Sprawdzié tozsamosé

k
k
&g —a) = -1 a6k —
o(=)5e ~0) = (-1 ()o@ e -
g € C®(R), a € R, k naturalne).
6. Niech F bedzie zbiorem zwartym zawartym w gbiorze otwartym G C R™, nie
»edacym cala przestrzenia. Udowodnié, ze dist(F, dG) jest liczba dodatnia (por. p. 5.4).

Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie Weierstrassa o funkcji ciaglej na zbiorze zwar-
ym. Przypadek dowolnego zbioru otwartego sprowadzié¢ do przypadku zbioru ograniczo-

1e£0.
7. Mnozenie dystrybucji przez funkcje gladka jest oczywiscie przemienne, jezeli
rzyjmiemy definicje
' (fp.¢) = (f,9p)
lla f € D'(£2), p € C°(R2). Na przykladzie iloczynu é(z) - z - Pi— wykazaé, ze nie jest
»no laczne. ’

Zadania _ 5!

8. Sprawdzié, ze operacjé D; oraz 7, s3 przemienne w klasie D'(R").
9. Wykazaé, ze funkcja
1

- ik]z| R3 EeR
92) =~ (R keR)
Jest rozwigzaniem podstawowym operatora Helmholtza Au + k2u.

10. Sprawdzié, ze funkcja ‘
e(e,)=~slp(ct—|z])  (z,t€R)

Jest rozwiazaniem podstawowym réwnania struny drgajacej
1

Uze — Ut = 0.
] c
11. Udowodni¢, ze zbidr domknigty K C R” jest nosnikiem dystrybucji f € D’ (R?)
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa warunki: .
(i) {f,%) = 0 dla dowolnej funkeji p € C°(R" \ K),
(ii) dla dowolniego zbioru otwartego £2 przecinajacego K istnieje funkcja ¢ € C§°(£2)

» taka, ze (f, ) #0.

12. Zakladajac,zep € C*=(R"), f € D'(R") udowodnié¢ wzér Leibniza-Hérmandera

POD)pf) = ¥ —(D°p)PYD)f

[+4

gdzie o = (a1,...,a5), al=!...an!, P)(E) = (D*P)(¢) dlat € R".

Wskazdéwka.  Zauwaiyé, ze P(D)(pf) jest skoficzona suma iloczyndw postaci
(D°p)Qa(D), gdzie Qo jest wielomianem. Nastepnie przyjaé p(z) = e(®4), f(z) = el=m)
przy ustalonych £, 7 i skorzystaé z wzoru Taylora.

13. Sprawdzié, ze noénikiem dystrybucji E (por. p. 5.5) jest stozek okreSlony nie-
réwnoscia |z| < ct. ' '

14, Udowodnié, z;e dla dbwolnej funkeji f € L (2) z warunku
(lr,9)=0 (peD(2))
wynika f = 0 prawie wszedzie w 2. Wywnioskowaé stad, ze odwzorowanie
' L@ 3~ 1 eD(2)

Jjest wzajemnie jednoznaczne.

Wskazédwka. Z zaprzeczenia tezy wynika istnienie zbioru A o mierze Lebesgue’a
dodatniej, na ktérym funkcja f ma staly znak. Wobec mierzalnosci zbioru A, dla dowol-
nego € > 0 istnieja zbiér domkniety F i zbidr otwarty G o tej wlasnoéci,2e FC AC G

‘oraz miara zbioru G'\ F jest < ¢. Przyjmujac jako ¢ funkcje 7 spelniajaca warunki
_ (w5_5)—(ws,3) dochodzimy do sprzecznosci z zalozeniem.

15. Zbada¢ zbieinosé punktows i jednostajna szeregu (6.18).
Wskazéwka. Zastosowaé kryterium Dirichleta jednostajnej zbieznoéci szeregu.



ROZDZIAL 1I

TRANSFORMACJA FOURIERA I SPLOT DYSTRYBUCIJI

1. Transformacja Fouriera w klasie L'(R")

Zdefiniujemy transformate Fouriera dowolnej funkcji catkowalnej na R". Nas-
tepnie wyodrebnimy w klasie L!(R") podklase S funkeji szybko malejacych,
w ktdrej transformacja Fouriera ma specjalnie dobre wlasnosci.

1.1. Transformata Fouriera funkcji calkowalnej. Transformatg Fourie-
ra funkcji f € L*(R™) nazywamy nows funkcje, okreslong dla £ € R* wzorem

(1) f&)y= [ e f(z)da.
: » R

7 réwnoéci le=i=4) f(2)] = | f(z)| wynika, ze funkcja podcatkowa w (1.1) jest
calkowalna dla dowolnie ustalonego £, zatem przyjeta definicja jest poprawna.
Przyporzadkowanie F : f — f nazywamy transformacjq Fouriera.

PRZYKLAD 1.1. Obliczymy transformatg Fouriera funkcji jednej zmiennej

_f1 dla -a<gz<a,
fl2)= {0 dla pozostalych z.

Zgodnie z (1.1)
floy= [e=da,

o=

‘o po obliczeniu calki daje
: -2sin af

§

Zauwazmy, e f nie jest funkcja klasy L'(R), gdyz jej calka niewlaéciwa w .

przedziale (—00, 00) nie jest bezwzglednie zbiezna (por. [5], rozdz. VI, § 4).

" wobectego.
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PRZYKEAD 1.2, Obliczymy transformate Foitriera funkcji
. flm=e* (seR).
Z definicji '

.;;_i.; o= j‘oe—;&_z: is

Wyktadnik fuglfc‘ﬁ'pqgcaikowej mozna przedstawié w postaci

T

. itz —_:v? =—(z+ %,02 — %62.,

R E=r©)e M, - gdde h(E) = f°° e EHEP gy

Dla obliczénia catki h(£) zastosujemy metode calkowania w plaszczyznie ze-

. spolonej..Dla, ustalonego @ > 0 niech A, oznacza prostokat w plaszczyinie zmien-
1iej zespolonej z = z + iy, ograniczony prostymi y = 0,y = %E oraz ¢ = +p. Po-

nie\.m.x.z' funkcja ef"-z Jest analityczna w calej plaszczysnie zespolonej, wigc' catka
zZ niej po brzeguhprqstokqta 4, jest réwna zeru. Oznaczajac przez Jg (1 =1,2)
calki po pionowych bokach prostokata, mamy

. Py ¢
(1.2) ‘ f e dz + Lo+ J2 = f e~ =+E/2)? gy
-e

—-e

gdzie '
¢ .
Ji=i [eEetniyy (j=19).
4] .

Poniewas
. ) £/2 ,
< e? [ e ay,
0

' Wi‘éF po przejsciu.do granicy, gdy o — 00 W réwnosci (1.2), dostajemy

MO= [ de=va.

Zatem

(13) | | o 'f(§)=ﬁ3f€2/4;-',
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i’RZYKLAD 1.3. Obliczymy transformate Fouriera funkcji
W)=’ (z e R®).
Ze wzoru (1.1) wynika, ze $(£) = f({l) ... f(&), gdzie f zostala okreslona w
przykladzie 1.2. Zatem ,;(5): (ﬁ)ﬁe—lﬂz/“ ‘

Waina wlasnos¢ transformacji Fouriera wyraza

STWIERDZENIE 1.1. Dla f,g € L}(R™) zachodzi réwnosé Parsevala
(1.4) [ fo= [r3.
o R" R»

Dowéd. Z definicji transformaty Fouriera (1.1) widaé, ze obie catki sq.calka-
mi iterowanymi funkcji h(z,y) = e~¥=¥) f(z)g(y), ré2niacymi si.g kolejn?sm@ ca,.'l-
kowania. Poniewaz h € L1(R?"}, réwnosé (1.4) wynika natychmiast z twierdzenia
Fubiniego. O

PrzykrAD 1.4. Niech f bedzie funkcjy jednej zmiennej spelniajaca nagtgpu— .

jace zalozenia:
G) f € CY(R) N L\(R);
(i) /' € L{(R);
(iii) imz 400 f(z) =.0. |
Znajdziemy zwiazek migdzy transformatami fi f’.
Calkowanie przez czeéci daje

fa e f'(z)de = (i€) fa e % f(z)dz + e= f()|2=2,,

sk@d, po przejsciu do granicy gdy a — oo, otrzymujemy

- (15) ' = (o).

Z réwnosci (1.5) wida¢ wazng wlasnoéé transformacji Fouriera: sprowadza

~ ona rézniczkowanie funkcji. do znacznie prostszej operacji, jaka jest mnozenie
transformaty przez odpowiednio dobrany wielomian. Zauwazmy' jednak, ze za.h.).-
© zenia (i)—(iii), dotyczace funkeji transformowane;j f, sg bardzo ogra'nicza.:iqce, nie
/ spelniajg ich bowiem tak waine w zastosowaniach funkcje, ja,k-w1elonua.n'¥ czy
. funkcje trygonometryczne. Z drugiej strony, transformata Fouriera funkcji cal-
- kowalnej moze juz nie mieé¢ tej wlasnoéci (por. przyklad 1.1), co réwnies bywa

niewygodne. Widaé zatem, ze transformacja Fouriera w klasie LY(R™) nie ma
dobrych wlasnoéci rachunkowych. Wymienione trudnoéci mozna by usunaé w
dwojaki sposéb: albo przez zawezenie klasy funkcji transformowanych w taki

1. Transformacja Fouriera w klasie LY(R") £

sposob, by byla ona niezmiennicza ze wzgledu na transformacje Fouriera all
Przez rozszerzenie transformacji Fouriera na obszerniejszg niz L'(R") klase funi
cji lub dystrybucji, w taki Jednak sposdb, by zachodzit wzér (1.5). Okazuje sie,
oba zadania s3 wykonalne. W dalszym ciagu niniejszego paragrafu wyodrebnim
klase § C L1(R™) funkcji szybko malejacych, majacy, specjalnie dobre wlasnos
ze wzgledu na transformacje Fouriera okreslona wzorem catkowym (1.1). W da
szych paragrafach rozszerzymy transformacje Fouriera na klase dystrybucji woln
rosnacych, zawierajaca w szczegdlnosci wszystkie funkcje o wzroécie wielomianc

- Wym w nieskoficzonoéci. Przedstawiona konstrukcja pochodzi od francuskieg

matematyka L. Schwartza [22].

1.2. Klasa S(R") jako przestrzes liniowa ze zbieznoscia. Zdefiniujem
klasg¢ S(R") jako zbi6r wszystkich funkcji ¢ okreslonych na R” i spelniajz@cyc
nastepujace warunki:

(W1.1) @ € C=(R™);. :

{w1.2) dla dowolnych wielowskaznikéw o i 8 funkcja 2*DPy(z) jest ograni
czona na R™ (por. p. 4.6, rozdz. I). ' '

Pozostawiamy Czytelnikowi latwe sprawdzenie, Ze warunek (W1.2) mozna sfor
mutowaé w sposéb réwnowazny:

(w}.) Dla dowolnego p = 0, 1,2,... i dowolnego wielowskaznika, B funkcj:
(1+ |2]*)? DPip(z) jest ograniczona na R™.

Funkcje klasfS;'S(R") nazywamy szybko malejgcymi w nieskoticzonosci. Klas
te bedziemy oznécza.]i Przez §, jezeli nie bedzie to prowadzilo do nieporozumienis

~codo wy'miam'ﬁ:zestrzeni. Z warunku (w} ,) wynika latwo

STWI'ERDZEiEI?iE 1.2. § c L}(Rn).
Dowéd. Dlé so € S iz € R® mamy
4 Mp
(1+[z]?)
z odpowiednio dabranq stala dodatnia M,. Wystarczy obraé p tak, by calka

le(2)] <

o= [(1+]e]*)Pdz
Rn

miala skoficzona wartosé. Po wprowadzeniu wspdtrzednych sferycznych w R»
widzimy, Ze zbieznoéé calki Jp jest réwnowazna ze zbieznoscia catki

(> <]

f P12 g ,
1
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a wiec wystarczy przyjaé, ze p > n/2. W rozumowaniu wykorzystaliémy fakt, ze
jakobian wspélrzednych sferycznych w R" jest réwny r"~1h(w), gdzie r = le.,
h za$ jest funkcja parametréw katowych w = (wy,...,wn-1) okreflona na pewnej
kostce i spelniajaca warunek |h(w)| < 1 (por. [17], rozdz. I, § 2). O

PrzYKrAD 1.5. Funkcja g(z) = e l=l? jest szybko malejaca. Dla dowodu za-
uwazmy najpierw, ze dowolna pochodna funkcji ¢ ma postaé 'w(:z:)e"’"'I gdzie
w jest wielomianem. Wystarczy zatem zbadaé funkcje ha(z) = z%e~I=* dla do-
wolnie ustalonego wielowskaznika a. Podstawienie z = rq(z), gdzie r = Ia:l oraz

In(z)] = 1, daje o
riet
ho(z) = prea (z)-

Stosujac regule de I’Hospitala sprawdzamy, ze

(1.6) . lim — = 0.

Poniewaz funkcja n*(z) jest ograniczona, réwnoéé (1.6) kosiczy dowdd.

Fatwo sprawdzié, ze klasa S jest przestrzenia liniowa nad cialem liczb zespo-
lonych przy zwyklych dzialaniach dodawania funkcji i mnozenia przez liczbe. W
przestrzeni tej wprowadzimy relacje zbieznosci ciagu przyjmujac, ze ciag {¢x} C S
jest zbiezny do zera, jezeli

(w1.3) Dla dowolnych wielowskaznikéw a , B ciag {z*DPy;} dazy do zera Jed-
nostajnie na R*.

Warunek ten mozna zastapi¢ przez réwnowazny: v

(w}.3) Dla dowolnego p = 0,1,2,... oraz dowolnego wielowskaznika 8 ciag
{(1 + |z|?)? DB} dazy do zera jednostajnie na R”.

Z warunkéw (w;_g) i (wy.3) wynika natychmiast

STWIERDZENIE 1.3. Rdzniczkowanie jest odwzorowaniem cigglym S — S. =

STWIERDZENIE 1.4. D(R") jest gestym podzbiorem przestrzeni S(R"), przy -

czym operator zanurzenia D(R") 3 ¢ — ¢ € S(R") jest ciqgly.

Dowéd. Zawieranie D(R”) C S jest oczywiste.

Latwe sprawdzenie, zZe kazdy ciag {¢r} C D(R"), zbieiny do zera w D(R"),
jest zbiezny do zera w &, pozostawiamy Czytelnikowi.

Udowodnimy, ze do dowolnej funkcji g € & mozna dobra.c ciag {gx} C D(R")
taki,zZe gy —gwS. v

Niech h € C§°(R") bedzie funkcn spelniajaca warunki: 0 < h(z) < 1, h(z) = 1
dla |z| < 1, h(z) = 0, dla |z| > 2 (por. p. 5.4, rozdz. I). Niech g; = hig, gdzie
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hi(z) = h(z/k). Wéwczas
D*(gi — g) = D*[g(hx — 1)]

a po zastosowaniu wzoru Leibniza na pochodng, iloczynu,

>0

D P = 3 (%) Dhe) + D% [y~ 1)

Yo

_b Zauwa,z'my',' ze DVhi(z) = k- |'Y|(D"h)(w/k), a funkcje P D*Vg i (Dh)(z/k
sa ogranigzone. Zatem pierwszy wyraz po prawej stronie (1. 7) dazy do zera jed
nostajme w R" Drugl wyra,z znika dla |z| < k, a dla |z] > k spelnia nieréwnos¢

const
o 14 k27
a wigc réwniez dazy do zera jednostajnie w R".
Wykazahsmy zatem, ze dla dowolnie obranych o' i 8 ciag {zPD*(g) — —g)} daz;y
dq zera Jednostajnle w R”, a to oznacza, e gy — g. w S, co koficzy dowdd. m;

I:z:ﬂD"‘g(h,c — 1)|

1.3. ’I‘ransformaqa Fouriera w klasie S. Zgodnie ze stwierdzeniem 1.
mozemy stosowaé transformacje Fouriera do funkcji szybko malejacych.

"TWIERDZENIE 1.1. Transformacja Fouriera odwzorowuje wzajemnie jedno-
znacznie klaseg S na siebie. Dla f € § mamy

(18) @) =0 [EOfE)d,
R
(19 (Dif)" = (i),
(1.10) : D;f = (~iz;f)".

Dowéd. Réwnoéé (1.9) sprawdzamy stosujac calkowanie przez czesci (por.
przyklad 1.4). Dla ustalonego ¢ > 0 mamy

(1.11) [ e@OD, f(z)da

Jolger .
—(zfj) fe ’("”f)f(a:)da:+ f é"(”’g)f(x)n]daw,
lel<e - S lel=e

gdzie 77] -':1:] /@ jest j-ta wspélrzedna, zewngtrznego ‘wersora normalnego do po-
wierzchni kuli. Poniewaz.miara tej pow1erzchm jest proporqona,lna, do ™1, funk-

cja fzas spehua dla |z| = g oszacowanie | f(z)| < const/n, wiec catka pow1erzch—

niowa po prawéj stronie (1.11) dazy do zera przy @ — 00. Przechodza&c do granicy
dostaiemy {1 0),
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Dla dowodu (1.10) zauwazmy najpierw, ze z warunku (w}.5) wynika, ze
| const
(1+|z|2)?”

Qbierajqc p dostatecznie duze stwierdzamy, ze po formalnym wykonaniu rés-
:zkowania pod catka we wzorze (1.1), dostajemy catke zbiezna jednostajnie

|f(=)] <

‘gledem &, a stad juz wynika (1.10). Dla dowodu inkluzji 8§ C S zbadamy

1ikeje g(¢&) = £2DB f(f), gdzie a i B sy ustalonymi wielowskaznikami, a f € S.
Tacja wzoréw (1.9) i (1.10) daje :

9(§) = (—i)eHPIE[pe(h )

Poniewaz funkcja transformowana, Po prawej stronie nalezy do klasy S , funkcja
st ograniczona, zatem f € S. Aby udowodnié (1.8), zmodyfikujemy najpierw
keje podcatkows mnozac Ja przez usta,lonq_ dowolnie funkcje ¢ € S.

Oznaczajac

12) @)= [ @056 g de,

R»

my, po zastosowaniu wzoru (1.1),

3 W)= [ [ 50 p)g(e)dyae.
R’l

R»

Poniewaz funkcja f (v)g(€) jest calkowalna na R?", mozemy po prawej stronie _

3) zmienié kolejnoéé catkowania, co daje
J=z) = [ f()iy - z)dy
Rn
po podstavyieniu y—z =2,

9 J(@)= [ f(z+2)5(z)dz.
Rn

lastapimy teraz funkcje 9(€) przez g,(¢) = 9(af) dla ustalonego a > 0. Jak

o sprawdzié, gu(z) = a="§(a~1z) i wobec tego z (1,12) i (1.13), po podsta-
-1

ina lz = ¥, dostajemy
5) J EOf©9a)de = [ f(z+ay)a(y)dy.
R* R

unkcje f i g s3 ograniczone jako nalezace do klasy S. Jak juz udowodnilismy,
sformatv f.§ réwnies nalasa dn R P L I v oa :
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obu stron (1.15) mozemy zastosowaé twierdzenie Lebesgue’a o przechodzeniu do
granicy pod znakiem calki, codla a — 0 daje

- (1.16) 9(0) [ €®OfE)de = f(z) [ 5(y)dy.
. ) Rn ' " Rr

Obierajac tefaz 9(€) = e"ﬂ?, po prostych przeliczeniach (por. przyklad 1.3)
dostajemy

J #w)dy = (2r)»
Rn
i wobec tego (1.8) wynika natychmiast z (1.16).
- Dla zakoticzenia dowodu wystarczy wykazaé, ze kazda funkcja f € S Jjest

transformata, Fouriera pewnej funkcji szybko malejacej. Jest to widoczne ze wzoru
(1.8), ktéry po podstawieniu n = —§ przyjmuje postaé

fm)=" [ e @Enr(nydy,
Rn

. gdzie fil_nkcja, r(n) -_= (2m)" ( —7) nalezy do klasy S zgodnie z tym, co wykaza-

lismy poprzednio. Dowéd Jest zakonczony. O

Zbadamy teraz dokladniej transformacje calkows okreSlona przez prawg stro-
ne¢ (1.8). Wprowadzajac oznaczenia ‘

W) Fge) = n [ ey
oraz #(z) = h(=2), mamy
R .

dla‘}dowolnej*fvl:i@;lfc:_ji_ g catkowalnej na R™,

o r}'»Tra,néforIﬁaijg F nazywamy sprzgzong albo odwrotng transformacja Fouriera.

Ta druga nazﬁa‘wyilik_é, z faktu, ze ograniczajac sie do f € S, mozemy wzér (1.8)

‘zapisaé krécej, - -

) FFf=f, .

zastepujac zas _.ia_’v.ﬂmrn"“":i:'przez -2 otrzymujemy

(L) - fT=(mn)f,
a wiec, zgodnie z ( 1.17),



- (1.23)

(1.24)

64 I1. Transformacja Fouriera i splot dystrybucji

Stosujac transformacj¢ Fouriera do obu stron (1.21) i uwzgledniajac (1.20),
dostajemy '

(1.22) FFf=f"=f.

.z (1.19) i (1.22) widaé, ze F, rozwazana na klasie S, Jest transformacja od-
wrotng do F. ' '
TWwIERDZENIE 1.2. Transformacja Fouriera jest izomorfizinem przestrzeni S.

__Dowéd. Z twierdzenia 1.1 wiemy, ze FS = 8. Pozostaje do wykazania, e F
i F zachowuja zbieinosé ciagu w S. Ze wzgledu na (1.21) wystarczy udowodnié,
ze F ma te wlasnosé.

Niech {fi} bedzie ciagiem zbieznym do zera w S N/ przyjetej definicji zbiez- .

nosci wynika, Ze dla ustalonych p,a i 8 ciag {(1 + |z)2)PD* (2P fi.)} dazy do zera
jednostajnie na R™. Wobec tego dla dowolnie danego ¢ — 0 istnieje takie N,, ze
dla k£ > N, zachodzi nieréwnosé :

sup (1+ [2”)"|D*(2” fi(x))| < ¢.
zeRn _

Poniewaz, zgodnie z (1.9) i (1.10),
| £°‘D‘6f";c = (—i)""“’wlf[D“(a:ﬁfk)] ,
z (1.23) wynika

wrB 7 dz
:;i{’" 1€ D" fi(€)] < eR[ 1+ |22

Ostatnia nieréwnoéé za.péwnia zbieznos¢ do zera, jednostajna na R", ci@gﬁ
{€*DPfi},0 ile obierzemy p na tyle duze, by calka po prawej stronie byla zbiezna.
A wigc ciag {fi} dagy do zera w S, co koticzy dowéd. O

2. Dystrybucje wolno rosnace .

Wprowadzimy klase S’ dystrybucji wolno rosnacych (temperowanych), za-
wierajaca w szczegdlnosci wszystkie funkcje catkowalne. Nastepnie wykazemy, ze
transformacj¢ Fouriera, zdefiniowana poprzednio wzorem catkowym (1.1), mozna
rozszerzy¢ na 8’ z zachowaniem wlasnoéci rachunkowych, ktére zachodzily w kla-
sie S.

2.1. §' jako klasa dystrybucji. W punkcie 1.2 wprowadzilismy klase S(R™)
funkcji szybko malejacych jako przestrzed liniowa ze zbieznoscia. Mozemv wahar

~ nieréwnoéé
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tego rozwazaé na niej funkcjonaly liniowe i ciggle ze wzgledu na wprowadzong
zbieznos¢, tzn. spelniajace nastepujace warunki: '

(W2.1) l(e101 + e2902) = erl(p1) + al(2),

(w2.2) I(px) — 0 dla kazdego ciagu {x} zbieinego do zera w S.

Zbidr wszystkich takich funkcjonaléw bedziemy oznaczali przez S'.

Ze stwierdzenia 1.4 wynika, ze dowolny furkcjonal ! € &’ jest jednoznacz-
nie wyznaczony przez swoje obciecie IID(R,.), ktére jest funkcjonalem ciaglym
na D(R"), czyli dystrybucja. Wobec tego klase S’ mozemy uwazaé za podzbiér
D'(R"). Dystrybucje nalezace do klasy 8’ nazywamy temperowanymi (od francu-
skiego terminu ,tempérée”) lub wolno rosngcymi. Te druga nazwe uzasadnia

PrzYKEAD 2.1. Niech f € L} (R") bedzie funkcja o wzroécie wielomiano-

loc
wym w nieskoficzonosci, tzn. spelniajaca dla |z| > R oszacowanie

(2.1) [f(@)] < e(1+]2|?)™,

gdzie R > 0, ¢ > 0i m > 0 oznaczaja odpowiednio dobrane stale. Jak juz
wspominaliSémy w rozdziale I (przyklad 2.1), funkcja f moze byé utozsamiona z
dystrybucja regularna

(2:2) Ine)= [fo (peD®Y).
; R»

Wyka,iemy teraz, ze (2.2) okresla dystrybucje temperowang, tzn. ze Iy € §'.
Dzielac obszar catkowania, z (2.2) dostajemy

(2.3) | Ciney= [ fe+ [ fo.

lzI<R l=I>R

Pierwsza z calek po prawej stronie (2.3) ma skoficzong wartoéé dla dowolnej
funkeji ¢ ograniczonej. Jezeli ¢ € S, to z (2.1) i warunku (wis), dla |z| > R,
wynika, ze

' const
|f(z)p(z)] < FESER=E

co zapewnia zbieznio$¢ drugiej calki w (2.3), jesli obierzemy p dostatecznie duze.
Zatem funkcjonal liniowy (2.2) jest dobrze okreslony dla ¢ € S. Pozostaje do
wykazania, Ze jest to funkcjonal ciagly. Niech ¢ — 0 w S. Zgodnie z warunkiem
(wi.3) do ¢ > 0 moina dobraé N, tak, by dla k > N, i ¢ € R® zachodzila

(24) lor@)l <e(2 [ Iflds) .
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Obierzmy teraz liczbe p tak, by calka
= [+ Pds

l=I>R
yla zbiezna i niech M, b'gdiie dobrane do ¢ tak, by dla k > M. i z € R* bylo
25) 1A+ ePPer(e)] < e(2ed,)

Zastepujac ¢ przez ¢ w tozsamoéci (2.3), wobec (2.4) i (2.5) dostajemy "

sy e} | < € dla k > max(N,, M,), co koticzy dowéd.

PravKLAD 2.2. Jezeli f € LY(R™) (1< g < 0),tol; € S
Najpierw udowodnimy

agly.

Pierwsza cze$¢ lematu wynika natychmiast z (Wi2), jezeli poloiymy .= 0i |

ierzemy dostatecznie duze p = py (por. dowdd stwierdzenia 1.2).
Jezeli o — 0 w S , to wobec (w} ;) mozna do £ > 0 dobraé N, tak, by dla
> N, zachodzila nieréwnoéé

6) L+ 2P ler(z)| < e,

zie

: dz /q
Jpq = ( /_____2___)
! 1+ rq

Z oszacowania (2.6) dostajemy, dla k > N,, 1okl La(Rr) S &, co koriczy dowéd

natu. O

Dla sprawdzenia, ze I; jest dystrybucja temperowang zastosujemy nieréwnoéé
ldera, co dla ¢ € S daje ’ '

7) [ oM < Ifllallellz (g +1/r=1).

Dalsze rozumowanie przebiega podobnie jak w przykladzie 2.1. Nalezy oprzeé
na nieréwnosci (2.7) i zastosowaé lemat 2.1 z zastapieniem ¢ przez r.

Bedziemy méwili, ze ciag {fi} dystrybucji temperowanych jest zbieiny do

strybucji temperowanej f, jezeli dla dowolnej funkeji ¢ € S zachodzi -

(W2_3) limk-éoo (fk’ 99) = (.fa 90) . . » . ]
STWIERDZENIE 2.1. Rdziniczkowanie (w sensie dystrybucyjnym) jest odwzo-
vaniem cigglym S’ — 8, przy czym réwnosé

8) S (Djf,9) = = (£, Djp)

hodzi dla fe 8' i v e S.

LEMAT 2.1. § C LY(R"); operator zanurzenia S 5> ¢ — ¢ € LY(R™) jest. -

R —

(21 .
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‘Dowéd. . Niéch % € S i niech {y} CfD(R") bedzie ciagiem zbieznym do ®
w S (ciag taki na pewno istnieje; por. stwierdzenie 1.4).
Z definicji rézniczkowania dystrybucji mamy

(2.9) R - ADifyer) = = (f, Diex)
Ag(.izie“'- i
(210) Jim (f,Dipr) = (£, Dyp)

5

o gdyz D_,(pk —+ D,<pw S (f)b;. stv‘ifi’erdzenie 1.3),- f za8 jest dystrybucja tempe-
* Towang. Z (2.9) i (2.10) wynika, Ze funkcjonat D; f, okreélony na klasie D(RM), .

mozemy rozszerzy¢ na klase S przyjmujac

(Dif,p) = lim (D;f, ) .
. . —00

Latwe sPrawdzenie, Ze rozszerzenie to nie zalezy od sposobu obrania ciagu
{x} pozostawiamy Czytelnikowi.

Z (2.9)~(2.11) wynika tozsamosé (2.8).

Dla sprawdzenia, ze D;f € 8, wystarczy teraz obraé dowolny ciag ¢r — 0
w S i zauwazyé, ze wéwczas (fy Djpr) — 0. Ciagloéé rézniczkowania otrzymujemy
stosujac stwierdzenie 6.1 z rozdzialu L. o

PrzYKEAD 2.3. Funkcja e® cos e® (z € R) jest dystrybucja wolno rosnaca
(pomimo wykladniczego wzrostu dla z — o).

Istotnie, e” cos % = dsin e* /dz, a funkcja sin e* Jjest ograniczona, nalezy wiec
do &'. ' '

PRzYKLAD 2.4. Delta Diraca jest dystrybucja, wolno rosnacy (sprawdzenie
Pozostawiamy Czytelnikowi). S
* W rozdziale I byto wprowadzone dziatanie mnozenia dystrybucji przez funkcje
klasy C°, Wyréinimy teraz pewny specjalng klasg._takich funkcji gladkich, ze
mnozenie przez nie dystrybucji temperowanej nie wyprowadza z klasy'S’.
Oznaczmy przez O, klasg-wszyst_kiéh funkcji u spelniajacych nastepujace
warunki: . oo : T
(W3.4) uw € C®(RM); , .
(w2.5) dla dowolnego istnieje taki wielomian w,, ze [D%u(z)| < wo(z) dla
z€R" : ' ' T
Poniewaz fli_.hkcjg klasy Opr majg, wzrost wielomianowv. mozna. ie ntnscamiad

v
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STWIERDZENIE 2.1'. Niech F€S', e Onm. Wowczas Y f € 8!, réwnoéé zaé

1) (Bf, 0} = (f, ¥o)

zchz)déi dla dowolnej funkcji o € S. -
Dia ustalonej funkeji 1 dziatanie f — ¢ f jest ciggle ze wzgledu na zbiesnosé

Dowéd. Réwnosé (2.11') zachodzi dla ¢ € D(R™), co wynika z definicji

nozenia dystrybucji przez funkcje gladka.

Aby zakoiiczyé dowdd, wystarczy zauwazyé, ze

(a) ¥p € S dla dowolnej funkcji ¢ € S; :

(b) jezeli ¢, — ¢ w sensie zbieznosci w S, to réwniez Yo, — P wedlug tej
mej zbieznosci. '

Sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie. OO

2.2. Transformacja Fouriera w §’'. Jak juz wspominaliSmy w rozdziale I,
Inym z celéw wprowadzenia pojecia dystrybucji jest rozszerzenie operacji réz-
:zkowania tak, by mozna bylo wykonywaé to dzialanie na funkcjach nie maja-
ch pochodnej w sensie klasycznym. Wyodrebnienie klasy &’ dystrybucji wolno
snacych pozwala, jak to za chwile zobaczymy, na rozszerzenie transformacji
uriera w taki sposéb, by uwolnié sie od zbyt krepujacego zalozenia calkowalno-

funkeii. Oczywiscie, podobnie jak w przypadku rézniczkowania, nowa definicja
wnsformaty Fouriera powinna pokrywaé sie z przyjeta poprzednio (wzér (1.1)),
1i ograniczymy si¢ do funkcji klasy L!(R™).

Punktem wyjscia do definicji transformacji Fouriera w klasie S' Jjest réwnodé
4). Przyjmujac ¢ = ¢ € S i pamietajac, ze funkcja f € L'(R™) moze byé
wktowana jako dystrybucja regularna klasy S’ (przyklad 2.2), mozemy (1.4)
pisa¢ w postaci ,funkcjonalowe;j”:

12) | (f.0) = (£,8) .

Réwnos¢ (2.12) przyjmujemy za definicje transformaty Fouriera dla dowolnej
strybucji f € §'.

Z twierdzenia 1.2 wynika tatwo, ze f Jjest funkcjonalem dq,glym na S. Linio- -

§¢ funkcjonalu jest oczywista, wobec tego f jest dobrze okreélonq dystrybucja
nperowany. Ze stwierdzenia 1.1 wynika, ze gdy f € LY(R"), dystrybucja f,
reflona wzorem (2.12), jest identyczna z dystrybucja regularna (czyli funk-
) f okreslong wzorem caltkowym (1.1). Dlatego bez obawy nieporozumienia
Iziemy w klasie S’ uzywali oznaczefi wprowadzonych poprzednio dla funkcji
kowalnych, tzn. transformate Fouriera dystrybucji f € S’ bedziemy oznaczali
iz f lub Ff, uzywajac symbolu F: f —- f dla oznaczenia uogdlnionej trans-
macji Fouriera. :

postaci
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TWIERDZENIE 2.1. F jest izomorfizmem przestrzeni §'.

Dowéd. Jak juz Wspomnieiiémy, z twierdzenia 1.2 wynika, ze FS = S. Ze
wzoru (2.12) widaé, ze F jest odwzorowaniem transponowanym do F|s (por.

- stwierdzenie 6.1, rozdz. I), zatem jest to odwzorowanie ciaggle ze wzgledu na zbiez-
' noé¢ wprowadzona w przestrzeni S'. Dowéd — analogiczny do dowodu stwierdze-

nia 6.1 z rozdziatu I — pozostawiamy Czytelnikowi. :
Z wlasnosci transformaty Fouriera w klasie S, oméwionych w punkcie 1.3,
wynika latwo, ze | ‘

(2.13) : Folf = (2n) 2 F3f
(por-. (1.21)) jest tr.anéfbrmach odwrotng do F, okreélona na calej klasie S'.

- Z udowodnionej juz ciaglosci F wynika wobec (2.13) ciagloéé odwzorowania
F-! ze wazgledu na zbiesnoi¢ w S’ , co koriczy dowéd twierdzenia. o0

STWIERDZENIE 2.2. Jeieli f € L'(R"), to odwrotna transformata Fouriera
‘wyraza sie wzorem catkowym

@19, (Fe) = @0 [ @056,
R ' R" .

" Dowéd: Z twierdzenia 2.1 wynika, 7 f = h, gdzie h = F1f ¢ §' . Zgodnie
z definicj (2.12) mamy dla dowolnej funkcji ¢ € S

(219) ¢ L ke =09

“Wa,runek(215) mozna zapisaé, zgodnie z twierdzeniem 1.2, w réwnowaznej

(f’?"/’) = (f—lf"»b),

g@z_lé‘.j;/j:%;_?,:pozg;1}}’6jabWOIHQ funkcja klasy S, F za$ jest okreélona wzorem

’ (1:17): Pon‘.i’é”vfalz‘wf'f;jéé'f‘fﬁiikcjad, lewa strona (2.16) moze byé zapisana w postaci
.catkowej: - SEET

(L F)y = [iFy.

Rn
[ iFe= [vFf
Rr Rr
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Poréwnujac (2.16)~(2.18) widzimy, ze F~1f jest dystrybucja regularng iden-
tyczng z Ff. O

2.3. Rozklad spektralny funkcji. Ze stwierdzenia 2.2 otrzymujemy latwo

TWIERDZENIE 2.2. Jezeli dystrybucja temperowana f ma transformate

Fouriera f € L1(R"), to jest ona funkcjg wyrazajgcq si¢ wzorem catkowym
(219) f(z) = @m)™ [ £@Of(6)de. o
. - RYI

Z przedstawienia (2.19) wynika, zZe jedynymi dystrybucjami spelniajacymi
zalozenia twierdzenia 2.2 s3 funkcje ciagle i ograniczone w calej przestrzeni.

W przypadku n = 1 wzér (2.19) ma prostg interpretacje fizyczna. Zalézmy
mianowicie, ze funkcja f opisuje przebieg w czasie pewnego zjawiska fizycznego
(np. natezenie pradu zmiennego w obwodzie). Réwnoéé (2.19) pozwala przed-

stawi¢ badany przebieg jako superpozycje przebiegéw harmonicznych opisanych

funkcja
(220) 9e(2) = 5= (e

o czestotliwodci £/2r i amplitudzie (27)~|f(£)|. Dlatego, zapoZyczajac termi-
nologie z optyki, nazywa sie w literaturze technicznej transformate f ‘wzdmem
przebiegu f, a przedstawienie (2.19) bywa nazywane rozktadem spektralnym Junk-

cji f. Funkcja | f |2 nosi nazwe widma energii (Czytelnik zechce zauwazyé, ze jezeli -
funkcyg g¢ bedziemy interpretowaé jako opis drgan punktu materialnego, to wiel-

kos¢ | f(f )|? jest proporcjonalna do calkowitej energii ruchu).
Niech fbedzie funkeja jednej zmiennej o wartosciach rzeczywistych, okreslon@
na calej prostej R. Bedziemy méwili, ze:

(i) f spetnia w przedziale [a,b] warunek Héldera, jezeli istnieja stale ¢ > 0,
0 < a < 1 takie, ze.
|f(z) = f(W)] < elz - y|*
dla z,y € [a,b];
(i) f spetnia przedziatami warunek Holdera, jezeli istnieje rozktad

00
(2.21) R= U [aj_.uaj]
’ j=—00
(gdzie a;—1 < aj, limj__oa; = —o0, im;_,o0 a; = o0) taki, ze dla kazdego j

funkcja

f(z) dla 7€ (aj-1,qa;),

f(aj_ﬁ-) dla z = a;_y,
gi(z)
fla;=) dla z = a;,
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spelma w przedziale [a;_,a;] warunek Héldera;

(iii) f jest przedziatami ciggta (klasy C1), jezeli istnieje rozklad (2.21) o te;
wlasnoéci; ze dla kazdego jfunkcja g; jest ciagla (klasy C1) w przedziale [a;_1,a;].

Jak latwo zauwazy¢, z warunku Héldera wynika ciagglo§é funkcji f w przedziale
[a,b]. Jezeli f jest klasy C! w przedziale [a,b], to spelnia w tym przedziale waru-
nek Holdera z wykladnikiem @ = 1 (zwany warunkiem Lipschitza). Dowdd tegc
prostego faktu, oparty na twierdzeniu o wartosci éredniej, pozostawiamy Czytel-
nikowi. Nastepujace twierdzenie podaje warunki dostateczne na to, aby funkcjz
jednej zmiennej posiadata rozklad spektralny.

TWIERDZENIE 2.3. Niech f € L}(R) bedzie funkcjg o wartoSciach rzeczywi
stych takg, ze

1. f spetnia przedziatami warunek Holdera,

2. w punktach nieciggtosci zachodzi réwnoéé (1)

| _ f@H) + f(z-)
(2.22) f(z) = : .
Wéwczas
(223 f(z) = —1— Jim, f €% f(6)de  (z €R).

. Uwaga. Za,lozeme 1. jest spelnione z wykladnikiem o = 1, jezeli f jest prze
dzialami klasy Cl.Gdy fe LI(R), przedstawienie (2.23) mozna zapisaé proéciej

(220) | f(m)=§ f e‘”ff(f)dﬁ.

Granica po prawej stronie (2.23) nosi nazwe wartosci glowne] w sensie Cauchy’eg:
catki (2.24) i jest oznaczana symbolem vp [0 e*¢f (f) dg.
W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastepujacy

LEMAT 2.2 (Rlemanna,—Lebesgue a). Niech I(y) bedzie jedng 2 nastepujgcyc
catek:

(@ Ig)= [ p(i)sinytat,

gdzie p € L'(R) jest funkcjg przedziatami ciggly,

(1) Warunek (2.22) jest zawsze spelnionv. iezeli f jest ciagla w punkcie .
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b
(b) - y I(y)= [ p(t)sinytds,

gdzie p € L'(a,b) jest funkcjg ciggtq w przedziale (a,b).
Wowczas
yl_lg.lo I(y)=0.

Dowéd. Udowodnimy najpierw punkt (b). Ustalmy dowolnie ¢ > 0. Wobec
catkowalnosci funkeji p istnieje liczba 8 € (a,b) taka, ze '

B
(2.25) Jp(t)ldt < ef2.

W przedziale [, b] funkcja p jest Jjednostajnie ciagla, zatem do dowolnie ob-

ranej liczby § mozna tak dobraé liczby 8 = by < by < ... < by = b, by dla

bj-1 <t b; (j=1,2,...,k) zachodzila nieréwnoéé

(2.26) p(t) — p(b;)| < 6.
Przyjmujac -
by
L(y) = fp(t) sin ytdt
bj1
mamy

bs by .
Li(y) = p(b;) f sin ytdt + f [p(t) — p(b;)] sin ytdt,

bj1 bj—1

skad, po obliczeniu pierwszej calki po prawej stronie i wykorzystaniu (2.26), otrzy-

mujemy oszacowanie

: b k
(2.27) | [ #(t)sin ytdtl < Y IL() € 2Mk/y +6(b - a),
8

=1

gdzie M = sups,4 |pl. Obierajac 6 ‘< e/4(b— a).otrzymujemy
5
, fp(t) sin ytdtl <e/2
B S

lla y > 8Mk/e, co, lacznie z (2.25), daje [ (y)| € e. .
Dowéd punktu (a) przébiega podobnie. 7 zalozenia catkowalnosci funkcji p
vynika, Zze do dowolnie obranej liczby ¢ > 0 mozna dobraé przedzial [a, 8] tak,
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by spelniona byta nieréwnosé
(2.28) [ Ity de + JIp)ldt < e/2.
—_00 ﬁ

W przedziale [a, ] znajduje sie skoficzona liczba punktéw a;, w ktérych funkeja
p moze by¢ nieciagla. Wobec tego catka ff p(t) sin ytdt moze byé przedstawions
W postaci skoficzonej sumy’ calek, do ktérych mozna zastosowagd rozumowanie
przeprowadzone w- pierwszej czesci dowodu. Wynika z niego istnienie liczby g,
(dobrane;j do ¢) takiej, 7e :

. . 8. fo
L --.’fp(t)'siny‘dtlge/? B
& ..

dla y > .. Uwﬁglg-dnia,j@c (2.2 8) otrzymujemy zatem [I(y)] < ¢ dla y > Ve, CO
kofczy dowdd lematu, o

: Dowédfwiyerdzenia 2.3. Opierajac si¢ na definicji (L:1) transformaty

* Fouriera'dostajemy, po zastosowaniu twierdzenia Fubiniego i jednokrotnym scal-
. kowaniu, '

y % x
[ T@e=2 [ feintE=Dusos [ty

-Y

sin yt
t

dt.
Dla,-usta.lonego i dowolnie obranej liczby § > 0 funkcja

t
0 dla t> -§

spelnia zaloZenia punktu (a) lematu 2.2, zatem

p(t)z{w dla t < -8,

lim /f(z-f—t) .t

y—oo

B Podobnie, przyjmuj@q

(0 dla t<§, "

. p(t):: f(L:'Q , dla t>6
stwierdzamy, e S :
' sin yt

- Jim /f(x+t)7_.¢;:o.
/-
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Dowdd sprowadza sie wobec tego do wykazania, ze
(2:29) Jim Ks(z,5) = 0,
gdzie

6 .
Ksw)= 1 [ 5z + 0228 a1 - f(a).
=5

Wykorzystujac fakt, ze
5 | ¥ .
lim /‘smytdt= lim /smrd?_= T
y—00 t y—o0 J T 2
0

mozemy po latwym przeksztalceniu catki napisaé

)
in yt
Jim Ks(z,5) = < lim 0/ [z +1)+ fla = 1) - 2/ (@) dt

lub, po wykorzystaniu warunku (2.22)

§ §
- 1 sin yt _ ,,.8inyt
(230) lim Kg(:t,y):——hm[ / oty dt + / oL dt],
0 0 :

T y—oo

gdzie g(i;)(t) = f(z+t)— f(z+). Poniewas fspelnia przedzialami warunek Héldera

dla dostatecznie malego é, kazda z funkcji ga)(t)/t jest ciagla w przedziale (0, §) '

i spelnia w tym przedziale oszacowanie

ga)(t)
t

c
<

= tl__a *

gdzie o € (0, 1]. Wobec tego stosujac punkt (b) lematu 2.2 do kasdej z calek po
prawej stronie (2.30) dostajemy (2.29), co koficzy dowéd. O :

2.4. Wygtladzanie funkcji. W punkcie 5.4 rozdziatu I zdefiniowaliSmy ja-

dro wygltadzajace w, jako rodzing funkeji gladkich zalena od parametrua > 01 -

spelniajaca warunki (ws1)—(ws.s). .
Przykladem jadra wygladzajacego jest wy(z) = ¢~ la~ ", () , gdzie

a2
al(z) = {exp{———lzlz_az} dla |z| < a,
0 dla |z|>a
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oraz )
c= f P15
R

co wykazalismy w pﬁnktach 4.11 5.4 rozdzialu .
. W punkcie 5.4 wykazali$my (lemat 5.1), ze dla kazdej funkcji f € LL(R™) je

splot z jadrem wygladzajacym w, * b def fa jest dobrze okreslona, funkcja klasy
C>=(R"). Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 2.4. Dla ustalonego obszaru 2 C R™ niech X bedzie jedng :
nastepujgcych przestrzeni: )

1° X = C%1) ze zbieznoscig Jednostajng (zaktadamy, ze obszar 2 jest ogra-
niczony); . A

22X =IP(2) (1< p< ).

Dia ustalonego a > 0 odwzorowanie X 3 f = fa € X jest liniowe i ciggle
(funkeje f rozszerzamy zerem na catq przestrzer; R™).

Dowéd. Liniowosé rozwazanego odwzorowania jest oczywista.
- Aby udowodnié ciaglosé w przypadku 1°, wykorzystamy wlasnosé (ws.1) jadra
wygladzajacego, co daje, po podstawieniu z = a~(z ~y),

"(2.31) ‘. fmy= [ w1(2)f(z — az)dz,

a1

skad wynika, wobec (ws5) o

sup|fa| < sup|f],
7] 2

czyli ciaglo$é odwzorowania.

Przechodzac do przypadku 2° zauwazmy, ze wobec (2.31) mamy

Wollzgay = ( r)f | Jer@f(a - anyas] )7,

lzl<1

€0, po zastosowaniu nieréwnosci Héldera do wewnetrznej calki, daje

. . . V 1/p
(2:32) Walleray < e( [ [1f(a - az)lPdzaz)
‘ . 2 |zl
gdzie .
7 1/q ' .
( fol@d2)"" @2 p>1,1/p+1/g=1,
c= zl<1
sup wq(z) dla p=1.
eIkt
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Po zastosowaniu do prawej strony (2.32) twierdzenia Fubiniego mamy

‘ i/p
(2:33) Vfalloway S ([ [1f(a = az)Pdzdz)
2l 2 .

Poniewa f znika tozsamosciowo poza obszarem 2, wewnetrzna calka nie
przekracza [ |f(z)|Pdz. A wigc z (2.33) wynika

(2.34) I fallLoqay < €1 1fllze(a »

gdzie ¢; = 00}./ P @, zaé jest objetoscia n-wymiarowej kuli jednostkowej. Z nie-

réwnoséci (2.34) wynika, ze f, € LP({2) oraz ze wygladzanie jest odwzorowaniem
ciaglym w LP(£2). O '
TWIERDZENIE 2.5. Niech X bedzie jedng z nastepujgcych przestrzeni:
1° X = C%R2) ze zbieinoscig niemal jednostajng;
20X =L?(2),1<p<oo.
Wowczas dla dowolnej funkcji f € X zachodzi
‘1‘13%’ fo=f

w sensie zbiesnosci w przestrzeni X (w punkcie 2° rozszerzamy funkcje f zerem
na calg przestrzen R™).

Dowéd. Rozwazmy zbiér zwarty K C {2 i obszar ograniczony 2’ spelniajacy
warunek K C 2' C 2’ C 2. Z warunku (w5 5) mamy

(2.35) f) = [wi(2)f(z)dz.
l21<1
Odejmujac stronami (2.31) i (2.35) dostajemy
(2.36) fa(2) = @) < [wr(2f(z - az) - f(=)|dz.
lzl<1
Jeseli z € K, to.z — az € ' dla a < dist(K,3'), gdzie

dist(A, B) = in£ le—b (A,BCR").
beB
Wykorzystujac jednostajna ciaglos¢ f w obszarze 2’ dostajemy z (2.36) tezg

twierdzenia w przypadku 1°.
Rozwazajac punkt 2° wystarczy powtérzy¢ rachunek przeprowadzony w do-

wodzie twierdzenia 2.4 z zastapieniem f, przez f — f,, wyrazajac f w postaci
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(2.35). Dochodzimy w ten sposéb do oszacowania

@) W foley < ¢( [ [ 156) f(o - arpazaz)”

l-l<1 2
Punkt 2° tezy 6trzymujemy, stosujac do (2.37)

L:‘,M.i"r 2.3., Niech f bedzie funkcjq z LP(£2) (1 < p < ) rozszerzong zerem
na R™\ £2. Wowczas do dowolnego ¢ > 0 mozina dobraé liczbe 6§ > 0 tak, aby dla
ly| < & zachodzita nieréwnosé :

( n] 1f(z) - f(= + y)l”dm)l/p <e.

. Dow6<.i lematu oparty jest na nastepujacym twierdzeniu Luzina (dowéd tego
tw1e1:dzen1a mozna znalezé w [16], rozdz. V, § 5): Jezeli f jest funkcjq mierzalng
okreslong w 2, to do dowolnego n > 0 mosna dobraé zbidr domkniety F C 02
taki, Ze obcigcie flr jest funkcjg ciggly, pray caym w2\ F) < n (przez p ozna-
czamy n:wymz’aqu miarg Lebesgue’a). Rozwazymy najpierw przypadek obszaru
Q ograniczonego. Ustalajac chwilowo liczbg 7 i dobrany do niej zbiér F zalézmy
ze § < di§t(F; 092) (jest to liczba dodatnia, por. zadanie 6, rozdz. I). Przyjmujqc’
oznaczenia ‘ .

F-y={zeR':z2=2-y, z€ F}

oraz
F,=Fn(F-y)

mamy F —y C £2 dla |y| < § . Poniewaz F = F, U (F \ F - y) jest rozkladem na

sume zbioréw rozlacznych, wiec

(2.38) WFy) = p(F) = u(F\F -y).
Pon.a,dto

(2.39) W(F) > p(2)-n

oraz

MENF —y) Sp(R\F - y) = u(2) - p(F - y)

co, wobec niezmienniczoici miary Lebesgue’a wzgledem przesunigé, daje

WEF\F —y) < p(2) - p(F),
czyli, z uwagi na (2.39),

(2.40) WF\F=y)<n.
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Réwnosé (2.38) daje po uwzgigdn’ieniu (2.39), (2.40)
WE,) > w(2) - 20,

skad wynika

(2.41) B2\ Fy) < 2.

Dalsze rozumowanie bedzie oparte na nastgpujacej prostej uwadze. Przypuéémy,
ie 2 = A;UA,, gdzie Ay, Aj s3 zbiorami mierzalnymi rozlacznymi. Kazda funkcje
g € LP(£2) mozemy przedstawi¢ w postaci 9 = g1 + g2, gdzie

9(z) dla z € 4;,

rzy czym oczywiscie g; € LP(82). Stosujac nieréwnoéé tréjkata dla normy w

L?(£2) dostajemy

”9”[,»(0) < ”g”LP(Al) + “g“LP(Az) :
Jznaczajac (1,f)(z) = f(z + y) i przyjmujac g = f — 7y f otrzymujemy wobec
ego ‘

2.42)  f = 7y fllgogay < IIf = Ty flleary) + 1 fllzogaym,) + Iy fll Loganmy) -

» twierdzenia o bezwzglednej ciaglosci calki (por. [16], rozdz. VI, § 2) i z osza-
owania (2.41) wynika, ze do dowolnej liczby ¢ > 0 mozna dobraé n > 0 tak, by

Wwa, ostatnie wyrazy po prawej stronie (2.42) nie przekraczaly €/3. Zakladajac, -

e liczba 7 i dobrany do niej zbiér F zostaly ustalone, oszacujemy pierwszy wy-
az. Poniewaz zbiér F jest zwarty (jako domkniety i ograniczony podzbiér R™),
wmkcja f jest na nim jednostajnie ciagla. Mozna zatem do ¢ > 0 dobraé tak
>0, by dla |y| < é, z € F, zachodzila nieréwnosé

lf(w)‘ = fz+y)| < Selu(@))~1/>.

nieréwnosci tej wynika, ze dla Iyl < 6 pierwszy skladnik po prawej stronie
2.42) réwniez nie przekracza £/3, co koficzy dowéd lematu w przypadku, gdy
' jest obszarem ograniczonym. Jezeli 2 Jjest obszarem nieograniczonym, to z
lkowalnosci funkcji | f|P oraz |, f|P wynika, ze do dowolnego ¢ > 0 mozna dobraé
1l¢ otwartg K tak, by dla |y| < 1 kazde z wyrazei Hf”Lp(n\K) oraz ”rnyme\K)
e przekraczalo ¢/3. Dla zakoticzenia dowodu korzystamy z nieréwnosci

I =7y fllpogay < NIF - TyfllLo(anr) + Il Lo a\&) + 75 fll ooy

stosujemy poprzednio przeprowadzone rozumowanie do obszaru ograniczonego
NK.o '
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TWIERDZENIE 2.6. Klasa CP(2) jest gestym podzbiorem LP(£2) (1 < p < oo.
£2 dowolny obszar w R™). '

Dowéd zaczniemy od przypadku, gdy 2 jest obszarem ograniczonym.
Niech f€ LP(£2) bedzie ustalona funkeja. Wéwezas do dowolnie danego ¢ > 0
mozna dobraé obszar 2, C 72, C 2 tak, by :

(2.43) S < (2.
AN\, )
" Niech ) d 0
z a ref,
9("’)={0 da z¢ 9,

i niech g, = Wo * g, gdzie w, jest jadrem wygladzajacym. Z lematu 5.1 z roz-
dziatu I wynika, ze g, € C$°(12) jesli a < a1 = 1 dist(042,,00) (poniewaz 2 jest
ograniczony, wigc a; jest liczba dodatnia), a wobec (2.43) mamy

(2.44) - I = gllzogey < €/2.

Oprécz tego, zgodnie z twierdzeniem 2.4, dla a < a, mamy

(2.45) _ 19 = 9allLo(a) < /2,

obierajac za$ a < min(ay, a;); z (2.44) i (2.45) otrzymujemy

(2.46) ”f - ga”LP(n)‘ <eg,

co koriczy dowéd, gdy obszar 2 jest ograniczony.

Przechodzac do przypadku obszaru nieograniczonego dobierzmy do danej
liczby € > 0 kule K = K(0, R) tak, by

JIFP < (/2
NK
i przyjmijmy, ze
dla z€ 2nK = 025,

_ [ f(=)
fa(=) = {o da z € 2\ 2g.

_ Zatem
(2.47) If = fRllpeay < /2.

Poniewaz fp € L#( 2r), gdzie g jest obszarem ograniczonym, wiec z pierw-
szej czesci dowodu wynika istnienje funkcji b € Cg(2R), dla ktdrej

(2.48) IR = hllgs(og < €/2.
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Calkowanie po lewej stronie mozna rozciggnaé na caly obszar £2 (obie funkcje -

znikaja w 2\ £2r), wiec z nieréwnosci (2.47) i (2.48) wynika, ze
If = hlleay < €

i dowéd jest zakoriczony. O .
Poniewaz C§°(R") C 8, przeto z twierdzenia 2.5 wynika

WNIOSEK 2.1. Klasa S jest gesta w LP(R™), 1 < p < 00. O

2.5. Transformacja Fouriera w L?(R"). Zaczniemy od zmodyfikowania

wzoru Parsevala (1.4) (stwierdzenie 1.1) zakladajac, ze f,g € S. Obierajac b € S .

tak, zeby .
(2.49) g=h,

mamy, zgodnie z (1.17), g = (2r)*FF, a stad

(2.50) §g=(2r)h.

Podstawiajac (2.49) i (2.50) do wzoru (1.4); dla f,h € S otrzymujemy
(£iR)2@ny = @0)(F, B) oy -

Z twierdzenia 1.1 i réwnoéci (2.51) wynika,

(2.51)

STWIERDZENIE 2.3. Odwzorowanie f—(2m)~"/ 2f przeksztatca klase S na sie-

bie, zachowujqe iloczyn skalarny (, )p2(Rny. O

Poniewaz, jak wykazalimy (wniosek 2.1), klasa S jest gestym podzbiorem

przestrzeni L?(R"), mozemy rozszerzyé transformacje Fouriera klasy S na prze-
strzed LZ(R™), przyjmujac dla f € L*(R™)

(2.52) Ff= 11;1_11:10' Ff,
gdzie {fir} C S jest dowolnym ciagiem takim, ze f = Li.m. Je.
Skrét Li.m. (limes in medio — zbieznoé¢ srednia) oznacza tu zbieznoéé wedlug
normy w L2(R™). :
STWIERDZENIE 2.4. Odwzorowanie (21)""F przeksztatca izometrycznie (4.
¢ zachowaniem normy) przesirzeri L*(R™) na siebie.

Latwy dowéd wraz ze sprawdzeniem, ze okreslona przez (2.52) transformacja
F (zwana transformacjg Fouriera-Plancherela) jest jednoznacznie okreslona, tzn.
1ie zalezy od wyboru ciagu {f}, pozostawiamy Czytelnikowi. 1 _

STWIERDZENIE 2.5. Jezeli f € L*(R™), to réwnies f € L*(R?) i f = Ff.

(255)
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Dowdd. Zgodnie z definicja transformacji Fouriera w klasie S’ (wzdr (2.12)).
mamy '

(2.53) (for=_[ 3.
. Rn
Podstawiajac 3 = (27)*%, mamy
Jre=@m" [ 135,
Rr Rr
skad, wobec stwierdzenia 24, otrzymujemy.

(2.54) [re=[(FnF.
R® R» '
Poniewaz, jak latwo sprawdzié, ¥~ = ¢, z (2.53) i (2.54) dostajemy

oy = [(Fhe

* dla dowolnej funkcji ¢ € S » @ t0 0znacza réwnosé dystrybucjifi Ff. Wobec tego

dla oznaczenia transformaty - Fouriera—Plancherela funkcji f € L*(R") mozemy
uzywaé oznaczenia f. O3

Ze stwierdzei 2.4i 2.5 wynika latwo
WNI0SEK 2.2. Dla dowolnych f,g ¢ L*(R"™) mamy
(£ 9a@n) = @) (F,§)2me - O

Gdy n =1, transformata Fouriera—Plancherela da je sie zapisaé wzorem cal-
kowym. Zachodzi mianowicie ' :

TWIERDZENIE 2.7. Jezeli f € Li(R), to zachodzq prawie wszedzie réwnosei

R —izg _ 1
(2:56) for= & [ pwyas
6m2
d Feizé _
(2s7) 10 = gras | R0
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Dowdd. Niech {fi} C C§(R) bedzie ciagiem zbieinym w L*R) do funkcji
istnienie takiego ciagu zapewnia twierdzenie 2.5). Wobec tego fr— f w sensie
ieznosci w L*(R). Z definicji transformaty Fouriera mamy

6 -
Jiwdy= [ [e = fi(z)daay,
1] ~00

0

» o zastosowaniu twierdzenia Fubiniego do prawej strony i obliczeniu calki
'wnetrznej, daje

¢ ot B
58) /fk(y)d?/ = /ij—lfk(z)dw-
. o —00 .

R6éwnoé¢ (2.58) mozna inaczej zapisaé za pomocg iloczynu skalarnego w L2(R.):

(Feshe) = (fir9),
e 1 dla 0Sy<eE
- 2 U ¥Yss,
hf(y)“{o dla y<Oluby>¢

ezl 1 "

9(z) = —

zytelnik zechce sprawdzié, ze g, he € L%(R)). Wobec tego moigmy przej§é w
58) do granicy, co daje

3 o .
- ~ |
59) [fway= [ s@)d.
0 —00
Poniewaz f({) jest funkcja catkowalng na kazdym przedziale ograniczonym,
¢ na podstawie znanych wlasnodci calki (por. [16], rozdz. VIII, § 1) réwnoéé
39) po zréiniczkowaniu daje prawie wszedzie (2.56). Zgodnie z wnioskiem 2.2

my

50) J 1Ry = — [ Fehtede.
Poniewaz
~ v -1, _ e_izf - 1
hufe) - Jety=—rr,

" czyli
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wigc (2.60) mozna tez zapisaé w postaci

[iwdv= 5 [ =Liede
VW= o i€ ’
0 -0 )
co po zrézniczkowaniu daje prawie wszedzie réwnosé (2.57). o '

2.6. Reguly rachunkowe oraz przyklady obliczania transformat
Fouriera. :

TWIERDZENIE 2.8. W klasie S’ zachodzq nastepujqce reguty rachunkowe:

(261) (D;ifY" = (iz))f,

(2.62) | D;f = (~iz;f)",

(263) N

(2.64) Flf = (2m)~(F),

(2.65)  fleta =etaf,

(2.66) fle+a) = [emia g,
(267) Ve =a7()  @>0).

Dowdd. Sprawdzimy, ze (2.61) wynika z analogicznego wzoru (1.9), udowod-

' nionego dla funkcji f € S. Z definicji (2.12) i stwierdzenia 2.1 mamy

(Dif)Y9) = -(£,D;¢) dlapes,
ale (f, D;@) = (f,(-izjp)") na macy (1.10), zatem

((DJf)A7 ‘P) = (fa 237,7()0) 3

a to oznacza (2.61) zgodnie z przyjeta definicja mnozenia dystrybucji przez funk-
cj¢ gladka (por. p. 3.2, rozdz. I.

Schemat dowodu pozostalych regul jest taki sam: najpierw sprawdzamy od-
powiedni wzér dla funkcji klasy S, a nastepnie wykorzystujemy definicje (2.12)
transformaty Fouriera dystrybucji temperowanej. W szczegolnodci (2.63) wynika
z (1.20), (2.64) — z (2.63) i (2.13). 0 : ) :

PRZYKEAD 2.5. Z definicji (2.12) mamy -
(. 0) = (6,8) = 3(0),

G,0)= [p(z)ds da pes.
Rn
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Ostatnia réwnosé oznacza, e transformata § jest dystrybucja regularna, (czyli
funkcja) réwna tozsamosciowo 1..A zatem
(2.68) §=1.

Po zastosowaniu reguly (2.63) otrzymujemy z (2.68)
(2.69) 1= (2r)"6 = (2m)"s,
a regula (2.65) daje
(2.70) [6(z — a)] = e~i(a)

Wz6r (2.69) dla n = 1 sugeruje rozklad spektralny dystrybucji delta,
— 1 % . 1 %
= Y Joy — 2
é(z) = 27r_£e dy = 6f coszydy,

uzywany czgsto w literaturze technicznej. Zapis ten nalezy oczywiscie traktowaé
jako czysto formalny, gdyz wystepujace w nim calki sq rozbieine. Do ,funkcji”
delta nie mozna stosowaé twierdzenia 2.3. :

PrzYKEAD 2.6. W przypadkun=1dla fe &' mamy
f(z) CosSwWz = %f(x)(eiwm + e-—iwz) ,

wobec tego wzdr (2.66) daje

~_ fE+w) + fle-w)
(2.71) [f(z)coswz]™ = ( 3 .

R6wnoéé (2.71) jest nazywana przez technikéw twierdzeniem o modulacji. Je-
zeli funkcja cos wz opisuje wielkosé fizyczng zmieniajaca sie okresowo z czgstosm;q
w/2x, to iloczyn po lewej stronie (2.71) opisuje drgania ,zmodulowane” o ampli-
tudzie nie przekraczajacej | f(z)|.

PRZYKLAD 2.7. Wiemy juz (przyklad 1.1), Ze funkcja

1 da jz|<1,
II(m)={% dla |z =1,
0 dla pozostalych z,
twana przez techinikéw funkejg bramki lub funkcjq prostokging, ma transformate
Fouriera ’ '
sing

II(§)=2—£—,

o
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wobec tego ze wzoru (2.63) dostajemy

(sina;)f = 11(e).

nr

- Funkcja IT spelnia zaloZenia twierdzenia 2.3, zatem wzdr (2.23) daje jej rc
klad spektralny: o
‘ : 1 ize sin§
II(:E) = T vp /e —é_—df
C oo o ' §T™ :
(symbol Vp-'oz‘ﬁé,cza' wartosé gldwna, ‘catki).

-PRZYKEAIS;:ZZ%. =~Znajdzieﬁiy transformate Fopriefa funkcji Heaviside’a

0 dla z<0

- Najpiertw zauwazmy, ze funkcja Heaviside’a daje sie przyblizaé. przez funkcj

- H(x)z'{l dla z >0, (s € R).

[

bardziej regulatne, ktdrych transformate Fouriera latwo obliczyé. Mianowicie,

. — 4 -axr
(2.72) H(z) = al_l.%l+ H(z)e
‘W sensie zbieznosci w §’. Aby sprawdzié (2.72), obierzmy dowolnie funkcje p € S
Wiéwczas

(H—He %, p) = f (1-e"*)p(z)dz.
0

Niech J, oznacza calke po prawej stronie. Stosujac do réznicy pod calke
twierdzenie o wartogci $redniej, otrzymujemy nieréwnoé¢

(2.73) ol < @ [ lellp(a))do .
[

Poniewaz catka po Prawej stronie (2.73) jest zbiezna, z nieréwnosci tej wynika,
e '

lim J, =0,
a—0+

co daje (2.72). _ ' ' .
Dlaa >0 funkcja H (z)e~%* jest: catkowalna na.R, do obliczenia jej transfor-
maty mozemy wiec zastosowad wzdr catkowy (1.1), zatem '

[H(a:)e“‘“’]A = = ig .
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Korzystajac z ciagloéci transformaty Fouriera w klasie S’ (twierdzenie 2.1),
wobec (2.72) otrzymujemy

~ . 1
H() = lim —— 3

2 przejéciem do granicy w sensie zbieinoéci w §', a wigc tym bardziej w D'.
Opierajac si¢ na wzorze (6.14) z rozdziatu I, mamy

-~ .1
(2.74) H(&) = né(¢) - _zPE .
PrZYKEAD 2.9. Obliczmy transformate funkcji
1 dla >0, .
signz =40 dla z=0, (z€R)
-1 dla z<0, -
Poniewaz
(2.75) signz > H(z)— H(~z),
wystarczy znalez¢ transformate funkcji H(—z). Mamy
H(z)+ H(-z) = 1,
a stad, wobec (2.69) i (2.?4),
~ |
(2.76) [H(-z)]” = n6(&) + zPZ .

-Odejmujac stronami (2.74) i (2.76), dostajemy wobec (2.75)
’ ,

2.77) (signe)” = ~2iPg.
Po zastosowaniu (2.63) wzdr (2.77) daje
1\~* .,
2.78) (P;) = —misign.

PRZYKEAD 2.10. Regula (2.66) dlan = 1i f(z) =1 daje, zgodnie z wzorem
2.69), _ _—
(€7 = 278(€ —w),  [e7"]" = 2m6(¢ + w),

v stad _
2.79) (coswz)™ = x[6(£ +w) + 6(€ - w)],
2.80). (sinwz)™ = Ti[§(£ + w) — §(€ — w)].

2. Dystrybucje wolno rosnace i

PRrzyKrAD 2.11. Wréémy do udowodnionej w rozdziale I réwnoscj (6.1¢
ktéra mozna zapisaé w trochg innej postaci: '

: ©o : 1 0 e
(2.8;) kz §(z - 2kr) = 3 Z e,
=00 k=~c0
Modyfikujac nieco lews strone (2.81), wprowadzimy dystrybucje
(2.82) W(z) = Y §(z—k)
k=00

(zwang deltq ti‘ygonbmetrycznq).

 Jak latwo sprawdzi¢, szereg po prawej stronie (2.82) jest zbiezny w 8’ i jeg
suma przedstawia dystrybucje temperowana. Jej transformate Fouriera mozerny
zgodnie z twierdzeniem 2.1, obliczy¢ transformujac kolejne Wyrazy szeregu, co (
uwagi na (2.70)) daje

(2.83) fm(¢) = f: etke

k=-00

Z drugiej strony, podstawienig T =2r(y+k) poWoduje, Ze

<6(2i7r - )"P(“’)> = or (6(9), p(2my + 2kr)) |
e = 2rp(2km) = 21 (6(z ~ 2km), (z))

a wiec
Réwnosé (2.81), po uwzglednieniu (2.83) i (2.84), daje
(2:85) | () = m( L),

CO Wyraza wazng wlasnosé dystrybucji I polegajacy na tym, ze Jjej transformata
Fouriera powstaje Po prostu przez zmiane skali na osi odcigtych.

Uwaga. Niektorzy autorzy uiywaja nieco innej definicji transformacji
Fouriera w klasie LY(R™), zastepujac przyjety przez nas wzér (1.1) przez

(2.86) - fle) = J e f(5)d
Rn
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Cala wylozona w niniejszym rozdziale teoria rozszerzonej transformacji
Fouriera w klasach L?(R") i &’ pozostaje oczywiscie sluszna, jedynie wzory ra-
chunkowe ulegaja drobnej modyfikacji. W szczegdlnoéci, f(£) = f(27¢), skad
widaé, wobec (2.85), ze dla tak zmodyfikowanej transformacji Fouriera dystrybu-

cja III jest punktem stalym, tzn. mamy Il = III. Bywa réwniez uzywana jeszcze

inna modyfikacja wzoru-(1.1), mianowicie

(2.87) €)= (Vam)™ [e @D f(z)da .
. o

Przyjeta przez nas definicja (1.1) jest, z uwagi na wzdr (1.9), najwygodniejsza
w zastosowaniu do réwnai rézniczkowych.

2.7. Transformata Fouriera jako wartosé gléwna catki (n=1). Wle- -
my juz, e gdy dystrybucja temperowana u jest funkcja sumowalng na R™, jej.

transformata Fouriera wyraza si¢ wzorem catkowym (1.1). Okazuje sie, ze wzdr
ten moze by¢ uzyty do obliczania transformaty Fouriera w znacznie obszerniej-
szej klasie funkcji, pod warunkiem jednak, ze calka (na ogél rozbiezna) zostanie
zastapiona przez jej wartoéé gléwna. Rozwazymy tylko przypadek n = 1.

TWIERDZENIE 2.9. Zaldimy, Ze:
(i) u € L} (R) jest funkcjq o wzroscie wielomianowym w nieskoriczonosci;
~ (ii) granica
Fr00

(2.88) lim f e~ Vy(z) dz

istnieje niemal jednostajnie wzgledem y € 2 C R, gdzie 2 jest otwartym prze-
dziatem (ograniczonym lub nie).
Wowczas @|qn jest funkcjq okreslong wzorem

(2.89) u(y) = vp f e Vu(z)des (ye ),

gdzie symbol vp oznacza wartoéé gtéwng catki .

Dowdd. Niech ¢ € C§(£2) bedzie ustalona funkcja o noéniku zawartym
w [b,¢c] C £2. Z definicji transformacji Fouriera (por. (2.12)) mamy

o r
(a,‘P> = fua‘:rlﬂgo fu¢’
—o0 -r

| -oraz Ze granica -

2. Dystrybucje wolno rosnace 8

o, po wyrazeniu transformaty $ przez calke:i zastosowaniu twierdzenia Fubj
niego, daje ' :

c T
(2.90) (@) = lim bf oly) [ e Vu(z)dzdy.
- -7
Po prawej s_tronie (2.90) mozemy przestawié przejcie do granicy z zewnetrz
nym catkowaniem, co daje (2.89). O

- Korzystajac z relacji (2.64) otrzymujemy natychmiast analogiczne twierdzenic

. o

dla odwrotnej transformacji Fouriera:

o TWIERD'ZE‘.';;I"I'E,Z;IO. Zaldimy, ze spetnione jest zatosenie (1) twierdzenia 2.

r !

" e"“Vu(z)dz

-r

(2.91) L lim

r—+00

" istnieje niemal jédrioStajnz'e-wzgl@dem y € 2 C R, gdzie 2 ma to samo znaczenic
- co w twierdzenju 2.9. Wowczas F~lu|g jest funkcjq okreslong wzorem

(2.92) (Ftu)(y) = 51; w i éVu(z)dr  (ye ).

Nastepujacy lemat (pochodzacy od.C. Jordana, matematyka francuskiego z
XIX w.) podaje prosty sposéb obliczanis granicy (2.88) badz (2.91).

LEMAT 2.4." Niech u bedzie funkcjq wymierng zmiennej zespolonej bez biegu-
now rzeczywistych, znikajgeqg w nieskoticzonodci, Wéwezas

. r

: +iaz, ¢, - : +i

rll»lgo fe *u(z)dz = 27 Z res(e™"** f(2))
-7 +Im2>0

z'Stm'ej'e Jednostajnie wzgledem a € [ag, 00), gdzie aq jest dowolng liczbg dodatnig.

Dowéd przeprowadzimy dla przypadku, gdy w wykladniku wystepuje znak
+. Z twierdzenia o residuach wynika, ze dla dostatecznie duzego r > 0

f.e‘f‘”u(:v)d:c = Jr(a) + 2mi Z res(e'**u(z)),
iy ) . Imz>0 Lo .

gdzie

(293 J,(a);-.— f e"'“zu(z)d_iz_‘,
. o L ct ) :

C} za$ jest péi’dkrggiém: z=re?, 0K oK. .

il
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Nalezy udowodni¢, ze J,—0 jednostajnie wzgledem a > aqq. Korzystajac
z przedstawienia parametrycznego drogi caltkowania w (2.93), mamy
(2.94) |Jr(a)| < m,K,(a),

. - i(p ) .
gdzie m, = supgg,¢n [4(re*?)|— 0 z zalozenia, a

K.(a)=r fe“" sine g,
0

Dzielac przedziat catkowania [0,7] = [0, 7/2]U [r/2, 7] i podstawiajac w dru- -

giej calce ¥ = m — ¢, dostajemy
n/2

(2.95) Ky(a)=2r [ emorsinegy,
0

Teraz mozemy-skorzystaé z nieréwnodci
sin ¢
@

spelnionej dla 0 < ¢ < 7/2, ktéra latwo sprawdzamy wykazujac, ze funkcja
9() = sin /¢ jest nierosnaca w rozwazanym przedziale. Nieréwnoéé (2.96) wo-
bec (2.95), daje

(2.96) >

RN

w/2 .
|Kr(a)l S 2r [ em2orelmgy.
0

Obliczajac calke po prawej stronie, otrzymujemy
T _ T
|Kr(a)] € —(1-e7*") < 2 S o

co wraz z oszacowaniem (2.94) koficzy dowdéd.

Jezeli w wykladniku wystepuje znak —, to jako droge calkowania w calce
Jr nalezy obraé pélokrag C;:2 = re®, & < % < 27. Nastepnie pquta.wienjem
¥ = ¢ — 7 sprowadzamy badanie calki J, do przypadku juz rozwazanego. O]

2.8. Czesciowa transformacja Fouriera. Niech u(z;y) (z € R*, y € R™)
bedzie funkcja n + m zmiennych, catkowalng na R"t™

Modyfikujac wzér (1.1) okreslamy transformate Fouriera funkcji u Wzglgdem
zmiennej z jako h

(2.97) (Few)&y) = [ e @u(z,y)ds .
Rn

s

(2.100)‘ ' ';

- (2.101) .

2. Dystrybucje wolno rosnace

Nie jest trudno sprawdzi¢, Ze transformagja F(z) jest izomorfizmem w kl:
S(R™™) i ze zachodzi odpowiednik wzoru Parsevala (por. stwierdzenie 1.1):

(Fioyu vcixdy: WFyv)dedy dlau, ve L} R*™)
(=) (=)

Rn-{-r.n Rn+m

(2.98)

Wobec tégb r.hoéemy'i'ozszerzyé czeSciowy, transformacje Fouriera na ki:
dystrybucji temperowanych, przyjmujac dla f € S'(R™™)j o ¢ S(R+m)

‘(2-99) (F)fr0) = {f, Fiopp) .
Tr'axisf’om;é,cja.‘-bdwrotga; do F(z) (w Klasie S lub &' ) wyraza sie wzorem
2r) " (Fa )=, ).

-Dlaue S’(R’”"") ipe S(R""":‘) mamy |

[org

.

R, v=

| (Fue) = (w Fle).
STWIERDZENIE 2.6. W kiasach S(R™™) zachodzq wzory

F = Fo)Fl) = FoyFrayi
| FR=FaFe = F )
Dowéd p-pzosta,wiamy Czytelnikowi jako éwiczenie. O
‘ STWIERDZENIE 2.7, _Niéch u(z,y) bedzie funkejq lokalnie catkowalng w R+
0 wzroécie wielomianowym w nieskoriczonodci. Wowezas transformaty Flz)u o
]-'(;;u znajdujemy, ustalajgc y € R™, przy czym dla ¢ € S(R™™) zachod:
wzory:

(2‘102) (f(z)uy ‘P) = f <}-u(’ y)’ <P(" y)) dy,
(2103) (Flug)= [ (Fu(,9), () dy.
. : R™

Udowodnim' (2.~102).} Poniewaz u jest dystrybucja Tregularna, mamy wobe
(2.99) o _ - ' ‘ :

| ] (f(x)u"P)": f U(é,y)(f(x)¢j(§,y)d€dy- -
Rrtm . o : :

Do ca.lkj-.pq p_r'a.ng stronie mozemy zastosowad t'vvierdzenje Fubiniego i zamie-
ni¢ ja na catke iterowang, co daje teze. O
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2.9. Wyznaczanie rozwigzania podstawowego réwnania przewodnic-
va cieplnego metoda transformacji Fouriera. Wylozong w tym paragrafie
ori¢ transformacji Fouriera zastosujemy do wyznaczenia, rozwiazania podstawo-

ego réwnania przewodnictwa cieplnego. Zgodnie z definicja (p. 5.1, rozdz. I) jest

» dystrybucja u, dla ktérej
t104) Agu-u; = § (zeR* teR).

Bedziemy jej szukaé w klasie S’ (R™1). Stosujac transformacje Fouriera do
u stron (2.104), dla v = & dostajemy réwnanie algebraiczne (por. wzory (2.61)
2.68)) ([P +ir)v = -1, cayli

-1
105 UG T) = —5——.
) (67 = e
STWIERDZENIE 2.8. Funkcja v, okreslona wzorem (2.105), jest lokalnie cal-
walna w R™! i ograniczona w nieskoriczonosci.

Dowéd. Poza walcem |¢] < 1, |7] < ;,mamy

1
2 _
l’U(f,T)l - I€'4+T2 <l1l.

Oprécz tego funkcja v jest ciagla poza punktem ¢ = 0, 7 = 0, a wiec ma
ficzong catke po kazdej kuli nie zawierajacej poczatku ukladu. Catkowalnogé
stoczeniu poczatku ukladu dla n > 1 sprawdzamy wprowadzajagc w R+
»6lrzedne sferyczne (por. [17], rozdz. L,§2). Dlan = 1 nalezy podzieli¢ kwadrat
< L, |7] < 1 na trzy zbiory: Qs:|7| < €2, Qgi 7 > €%, Qs:7 < ~£2 i w kazdym z
1 oszacowac caltke. Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie szczegSlowego
hunku. O '

Zgodnie ze stwierdzeniem 2.6 mamy

Zaczniemy od znalezienia czgsciowej transformaty odwrotnej F, ;)lv. Ze stwier-

nia 2.7 wynika, ze mozemy  ja liczyé jake odwrotng transformate Fouriera

keji v, w ktérej ustalono zmienne ¢. Zakladajac £ # 0 (zauwazmy, ze z wzoru
03) wynika, ze wystarczy znaé transformate F~1v(¢, ) dla prawie wszystkich
mozemy stosowaé lemat 2.4 i twierdzenie 2.9, co dlat >0 daje

oo .
-1 : ettr
07) (F lo)(&,t)= —vp /———— dr = —¢ Z resg(;)(2),
2r L |€)% + i aza0

: 3. lloczyn tensorowy dystrybucji 93
gdzie
: etz
9w)(2) = Y
Funkcja gy ma jedyny biegun ¢ = i[¢]?, a Tes;=¢ g(y) = ~ie~kPt, Zatem
(2.108) (Fglo)(E,t) = —ekPt,

Poniewasz funkéjé pa prawej stronie (2.108) jest dla ustalonego ¢ > 0 funk-

" cja klasy 5(3?‘),fjgj' odwrotng transformate .7-'(;; liczymy, postugujac sie wzorem

. catkowym (1.8). Po w‘yk(.)rzysta{ni‘_ti' WZOrow (2:63), (2.67) i przyktadu 1.3 otrzy-

. (2109). u<x £).= -V exp (“%‘2)

T e e 4 <y e s 2 .

T ‘mujemy, zgodnie z V»('2:'1Q6), ' o

¢

dlat>0.
Jezeli ¢ <.0, to stosujac ponownie lemat 2.4 i twierdzenie 2.9 dostajemy

(F-lo)(€,t) = 0, gdys, funkcja gy nie ma biegunéw w dolnej. pélplaszczyznie
Imr z < 0. Wobec tego .

(2.110)

u(z,t) =0 dlat<o.

'Funkcja‘u, okreslona wzorami (2.109) i (2.110), jest dla ¢ # 0 identyczna z
rozwiazaniem podstawowym réwnania Przewodnictwa cieplnego, wprowadzonym
w rozdziale I (p. 5.2).

3. Iloczyn tensorowy dystrybucji

Tloczynem tensorowym dwéch funkeji: f(z) i g(y), gdzie z € C R a

YyE€EEZ CR™, nazywamy funkcje zmiennych z,y okreflona wzorem

(3.1) " B (f®9)(=,9) = flz)g(y).

. “Zajmiemy sie obecnie rozszerzeniem definicji (3.1) na przypadek, gdy fi g sa
dystrybucjami. :

Ioczyn tensoro_s}‘n?y dystrybucji postuzy nam do Wprowadzenia W nastepnym
paragrafie waznego pojecia splotu dystrybucji. - :

3.1. Lokalna 6g-raniczonoéé dystrybucji. Niech 2 c R» ,bédzié dowol-
nym qbszarem i niech K feg?; bgdzig zbiorem zwartym. Przyjmujac, ze -

Dk ={peCR(D:pCK),
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Pm(¥) = max sup | Dy,
lelgm
Um,6={¢€DK:pm(90)<6} (m=071’2"")’
tdowodnimy

TWIERDZENIE 3.1. Niech f € D' (2). Wéwczas dla dowolnego zwartego zbioru
{ C 12 istnieje taka stata dodatnia C i takq liczba catkowita nieujemna m, ze

3.2) - [{fie)| € Com(y)

Dowdd twierdzenia bedzie oparty na nastepujacym lemacie:

dla ¢ € D .

LEMAT 8.1. Niech f € D'(2) i niech K C 2 bedzie ustalonym zbiorem zwar:
m. Wowczas dla dowolnego ¢ > 0 istnieje takie § > 0 i takie m catkowite-

leujemne, Ze

.3) | [{fie)l <€

Dowéd. Przypusémy, ze teza lematu nie zachodzi. Istnieje wigc liczba €0>0
nastepujacej wlasnoéci: dla dowolnych naturalnych m i .r mosna dobraé taka
nkcjg Pm,r € Um,l/r’ ze

-4) I (fa ‘Pm,r) I >¢&o.

Oznaczajac 9, = %r,r, Sprawdzamy latwo, Ze ¥, — 0 w sensie zbieznoéci
D(£2) (por. p. 4.1, rozdz. I). Ale wobec tego-

lim (fv¢r)=0y

T~+00

dla_ ¥~ € Um,&

' jest sprzeczne z (3.4).

Aby udowodni¢ twierdzenie, zastosujemy lemat 3.1 Przyjmujac € = 1. Istnieja,
tem takie liczby m i 8, ze

5) ‘ I(f?‘P)Igl dla"PeUm,6-

Niech teraz ¢ € Dy bedzie dowolnie obrang funkcja nier6wna tozsamosciowo
ru. Przyjmujac w nieréwnosci (3.5) ¢ = 69/Pm(%) i korzystajac z liniowosci
nkcjonatu, otrzymujemy :

5) A< 5on(8).

PoniewaZ nier6wnoéé (3.6) jest stuszna réwnies dla, ¥ = 0, teza twierdzenia

it udowodniona. O

[ p——

; (3.11)

3. Iloczyn tensorowy dystrybucji 95

3.2. Definicja iloczynu tensorowego dsfstrybucji. Aby rozszerzyé defi-
nicje iloczynu tensorowego (3.1) na przypadek, gdy f i g sa dystrybucjami, za-
16zmy najpierw, ze sg to dystrybucje regularne, tzn. funkcje lokalnie calkowalne.

Niech ¢ € D(02 x =). Zatem, zgodnie z (3.1),

(3-7i . (fege) = [(fo9)e,
. el - ) 2x=

gdyz iloczyn f ®g ;je§t‘oc2ywiécie funkcjg lokalnie catkowalng na produkcie 2 x =.
Do prawe] strony (3.7) mozemy zastosowaé twierdzenie Fubiniego i zamieni¢ catke

po. produkcie na’ tzx_lké iterowanq, co daje

L (fege J @) [ owye(e, v)ds)de,
2 4= ;

a wiec w zapisie. funkcjonalowym.
) & .

(3.8) S (f®9,0) = (f,9),
- gdzie b o
(3.9) ¥(z) = (9,(z,")) .

Wzory (3.8)i (3.9) Przyjmujemy za definicje iloczynu tensorowego dystrybucji
feD(2),9eD(5).

Oprécz oznaczenia f ® g bedziemy réwniez uzywali zapisu funkcyjnego
f(=z)g(y). o . '

Nalezy oczywiscie sprawdzi¢, czy definicja ta Jjest poprawna, tzn. czy funkcjo-
nal (3.8) jest dobrze okreslony. Udowodnimy w tym celu

LEMAT 3.2. Funkeja ¥ nalezy do klasy D(R2), przy czym
D'a"/)(x) = (g,Df,‘(p(:c,-)) .

(3.10)
Dla uproszczenia, zapisu udowodnimy (3.10), gdy n = 1. Ustalajac z € 02,
otrzymujemy, po zastosowaniu twierdzenia o wartodci Sredniej,

Yz +h) ~ Y(x)
,". h .

= (g, D$¢(Eh7 )) 5

gdzie T, -léz'y p@inigdiy ziz+h Dl dowolnego wielowskaznika B pochodna
DBDy¢ jest funkcja ciagla o zwartym nosniku, wobec tego jest ona Jjednostajnie
ciggla. A zatem dla dowolnego ¢ > 0 miozna tak dobraé h,, zeby dla [h] < he i

- dowolnego y zachodzita nier6wnosé
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