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ROZDZIAEL 6

WYBRANE ZAGADNIENIA I ZASTOSOWANIA
TEORII FUNKCJI ANALITYCZNYCH

WSTEP

Rola, jaka odgrywa teoria funkcji analitycznych w fizyce, ulegla w ciagu ostatnich dzie-
siecioleci znacznym zmianom. Obecnie nie wystarcza juz umiejetno$¢ obliczania calek
za pomoca residudw; aby méc §ledzié biezace zastosowanie funkcji analitycznych
w teoriach fizycznych, niezbedne jest glebsze zrozumienie idei matematycznych. Dlatego
tez w niniejszym rozdziale gtéwny nacisk bedzie polozony na wprowadzanie matematycz-
nych koncepcji i logicznej struktury teorii funkcji analitycznych. Zakladajac u czytelnika
jedynie znajomo$¢ wiasnosci liczb zespolonych, pragniemy zaprezentowad stanowigcy
zamknieta calo$¢ wyklad teorii w sposéb, ktéry na tyle przygotuje czytelnika, aby mogt
sobie radzi¢ zaréwno ze wspolczesnymi, jak i dawnymi zastosowaniami teorii.

Liczby ,,urojone” zostaly odkryte w §redniowieczu przy poszukiwaniach ogélnego
rozwiazania réwnan kwadratowych. Nazwa, jaka im dano, wyraznie wskazuje, Ze odnoszono
si¢ do nich podejrzliwie. W' swojej pracy doktorskiej z 1799 roku Gauss podal znang
obecnie geometryczna interpretacje liczb zespolonych i pomoégt w ten sposéb czgSciowo
rozproszy¢ otaczajaca je tajemniczo$é. W obecnym wicku istniala tendencja do
definiowania liczb zespolonych jako abstrakcyjnych symboli podlegajacych przeksztal-
ceniom wedtug pewnych formalnych regul. W ten sposéb liczby zespolone nigdy nie nabraly
»przyziemnych’ cech liczb rzeczywistych. Faktycznie zdarzyto sig raczej co$§ odwrotnego:
zaczeliSmy uwazaé liczby rzeczywiste za abstrakcyjne symbole spelniajace swéj wilasny
zespot aksjomatéw, zupetnie tak samo jak liczby zespolone. Mdowimy obecnie o polach:
polu liczb rzeczywistych i polu liczb zespolonych. Aksjomaty definiujace pole zostaly podane
w rozdziale 3 omawiajacym przestrzenie wektorowe.

Teorie liczb zespolonych mozna rozwinaé rozwazajac te liczby jako uporzadkowane
pary liczb rzeczywistych, zapisane w postaci (x, ¥). Niech (g, ) i (¢, d) bgda dwoma rdznymi
liczbami zespolonymi i niech K bedzie liczba rzeczywista. Dodawanie liczb zespolonych
i mnozZenie liczby rzeczywistej przéz zespolona oraz mnozenie dwoch liczb zespolonych
zdefiniowane jest wtedy za pomoca nastepujacych regut:

1. (&, D) +(c, d) = (a+c, b+d),
2. K-(a, b) = (Ka, Kb),
3. (a, b)- (¢, d) = (ac—bd, be+ad).



Z definicji tych widzimy, Ze zbior wszystkich liczb zespolonych — plaszczyzna zespolona —
ma taka samg strukturg matematyczng jak zbiér wszystkich wektoréw na plaszczyznie,

Takie podejscie zostalo przyjete w Podstawach Analizy opracowanych przez Landaua,
gdzie Toine systemy liczbowe sa konstruowane logicznie z pigciu aksjomaiéw Peano;
liczba urojona i mie jest migdzie wymieniona. Jednakze gdy napiszemy uporzadkowana
pare (a, b) w postaci a+ib, gdzie i* = —1, wtedy powyisze reguly mnozenia liczb zespo-
lonych sa zachowane, jezeli mnoZzymy iloczyn (a+ib) (c+id) po prostu wedhug zwyklych
regul mnozenia liczb rzeczywistych. Wprowadzenie symbolu 7 pozwala na uwzglednienie
porzadkujacego aspektu uporzadkowanej pary liczb rzeczywistych podczas rozszerzania
formalnych regul arytmetyki z liczb rzeczywistych na liczby zespolone.

Liczby zespolone skonstruowane jako uporzadkowane pary liczb rzeczywistych, gdzie
(@, b) = a+ib mozna uogoéIni¢ do liczb hiperzespolonych z trzema lub wiecej sktadowymi,
na przyklad (a, b, ¢) = a+ib+kc. Czteroskladnikowe kwaterniony, typ liczb zespolonych,
ktore spetniaja wszystkie reguly arytmetyki z wyjatkiem prawa przemiennosci mnozenia,
uzyteczne s3 przy rozpatrywaniu obrotow ciata sztywnego. Cztery macierze 4 x4 Diraca
vi (1=1,2,3,4) tworza zbiér liczb hiperzespolonych spelniajacych relacje anty-
komutaciji:

Yivit vy = 20y.

Mozina pokazac, 7e bez wzgledu na to, jak zdefininjemy dodawanie 1 mnozenie tych liczb
hiperzespolonych, niemozliwe jest zachowanie zwyklych regu! arytmetyki. Jak pokazat
Weyl, liczby zespolone tworza naturalna granice przy rozrzeszaniu pojecia liczby w tym
wzgledzie.

6.1. FUNKCJE ANALITYCZNE — WARUNKI CAUCHY’EGO-RIEMANNA

Jezeli kazdej liczbie zespolonej z z pewnego obszaru odpowiada inna liczba zespolo-
na w, wtedy w jest funkcja zmiennej zespolonej z, tzn. w = f{(z). Jezeli jest to odpowie-
dnios€ jeden — jeden, wtedy mozemy uwazaé t¢ funkcje za odwzorowanie jednej plasz-
czyzny lub jej czeéci, plaszczyzny z w inng plaszezyzne w. Tak zdefiniowane funkcje
zmiennej zespolonej sa réwnowazne uporzadkowanym parom rzeczywistych funkcji
dwoch zmiennych, poniewaz w jest liczba zespolong zaleing od z = x+iy i moze by¢
zatem zapisane w postaci

w(z) = u(x, y)+iv(x, ).

Jednakze ta klasa funkcji jest dla naszych celéw zbyt ogdlna. Interesujemy si¢ tylko takimi
funkcjami, ktére sa rézniczkowalne wzgledem zmiennej zespolonej z — jest to ogranicze-
nie znacznie silni¢jsze niz warunek, aby u i v byly rézniczkowalne wzgledem x i y.
Pierwszym naszym zadaniem przy studiowaniu teorii funkcji zmiennej zespolonej bedzie
zatem okreSlenie wystarczajacych i koniecznych warunkdéw na to, aby funkcja zespolona
miata pochodna wzgledem zmiennej zespolonej z. Jednowartosciowe funkcje zmienne;j
zespolonej posiadajace pochodne w jakim$ obszarze plaszczyzny zespolonej nazywaja sie
Junkcjami analitycznymi. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do tej specjalnej klasy
funkcji zespolonych.
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Oto dwa przyklady zespolonych funkcji, oba zapisane w postaci w = w-iv:

1. w=z¥ = x—iy,

2. w=z% = (x+i)* = x*—p*+i2xy.

Obecnie pokazemy, ze (1) nie jest funkcja analityczng, natomiast funkcja (2) jest anali-
tyczna wszedzie w plaszczyZnie zespolonej, tzn. pochodna tej funkcji istnieje we wszystkich
punktach.

Zanim dokladnie okre$limy, co rozumiemy przez pochodna funkcji zmiennej zespolonej,
musimy dla tych funkcji dysponowaé pojeciem ciaglosci.

W definicji, ktéra nastapi, uzywa si¢ pojecia wartosci bezwzglednej liczby zespolonej,
oznaczonej przez |z|. Czytelnik przypomni sobie, ze [z] = (zz*)Y? = (x®+y?)!/*. Wastosé
bezwzgledna nazywana jest czasami modulem.

Definicja. Funkcja zespolona w = f(z) jest ciaglta w punkcie z,, jezeli dla kazdego
dowolnego ¢ > 0 istnieje takie 8, 2e |f(2)—f(zo)| < &, jeZeli [z—zo| < & lub tez f(z) jest
ciggla w zg, jezeh

lim f(z) = f(zo).

TearZg

Definicja ta brzmi zupelnie tak samo, jak definicja cigglosci dla funkcji rzeczywistej
zmiennej rzeczywistej. Jednakze w powyzszej definicji znak wartosci bezwzglednej oznacza,
ze jezeli tylko z lezy wewnatrz okregu o promieniu 4 i Srodku w z, w zespolonej plaszczyz-
nie z, wtedy f(z) lezy wewnatrz okregu o promienin ¢ i §rodku w f(zo) w plaszezyinie
zespolonej w. Jezeli f(z) = u(x, y)+iv(x, y), wtedy f(z) jest ciagle w z, = xo+1¥o,
jezeli u i v sa ciagle w (xp, ¥o).

Z klasy jednowarto$ciowych, ciaglych funkcji zespolonych, chcemy teraz wybrac te,
ktére mozna rézniczkowal. Wzorujac sie na definicji pochodne]j z analizy funkcii rzeczy-
wistych mamy: :

Definicja. f(z) jest rézniczkowalne w punkeie z,, jeZeli istnieje granica

i JO—SC) _ A
tezg Z—Zp Azt Az
Granicg t¢, pochodna f(z) w z,, bedziemy oznaczaé przez f'(z,).

Bardzo wazna cecha granic wystepujacych w definicjach ciagtosci 1 pochodnej jest to,
ze z moze dazyé do z, wzdluz dowolnego kierunku lezacego na plaszezyznie, Kiedy méwimy,
Ze istnieje granica, mamy zatem na myéli, iz proces przechodzenia do granicy musi dac
w rezultacie te sama liczbe bez wzgledu na to, w jaki sposéb dokonywane jest to przejscie
graniczne. To samo jest prawdziwe w analizie funkcji rzeczywistych, ale w tamtym przy-
padku istnieja tylko dwa mozliwe kierunki przy przechodzeniu do granicy: od lewej lub
prawej strony na osi rzeczywistej. W analizie funkcji rzeczywistych proces przechodzenia
do granicy jest jednowymiarowy; w analizie funkcji zespolonych jest on dwuwymiarowy.

Réwnanie, ktére definiuje pochodna oznacza, iz dla kazdego dowolnego & > 0, istnicje
takie 8, ze

=< E,

o 152 —fz0)
!f (2)— W’“

o ile tylko |z—z,| < 8. Zadanie, aby stosunek [f(2)—f(zo)l/(z—2o) zawsze dazyl do tej
samej wartosci granicznej, bez wzgledu na to wzdhuz jakiej drogi z zdaza do zo, jest
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niezwykle surowym warunkiem. Teoria funkeji analitycznych zawiera sporo zadziwiaja-
cych twierdzen, a wszystkie one s3 rezultatem tego surowego wstepnego warunku, aby
funkeja posiadala ,,izotropowe” pochodne.

Mowimy, ze jednowartosciowa funkcja zmiennej z jest analityczna lub regularna
w punkcie zo, jezeli ma pochodna w z, i we wszystkich punktach z pewnego otoczenia z,.
Wprowadzimy zatem niewielkie rozréznienie miedzy rozniczkowalnoscig i analityczno$cia.
Warto to zrobi¢, poniewaz istnieja funkcje, ktére majg pochodne w pewnych punktach lub
nawet wzdluz pewnych krzywych, ale nie mozna otrzymaé zadnych interesujacych rezulta-
tow, dopoki funkcje nie sa rézniczkowalne w jakim§ obszarze, tzn. dopdki nie sa one
analityczne. Wobec tego, jezeli méwimy, Ze funkcja jest analityczna na jakiejs krzywej,
mamy na mySli, Ze ma ona pochodna we wszystkich punktach jakiego$ dwuwymiarowego
pasa zawierajacego te krzywa. JeZeli funkcja nie jest analityczna w punkcie lub na
krzywej, mowimy, ze jest tam osobliwa.

Zbadamy teraz dwie wcze$niej wymienione funkcje zespolone ze wzgledu na rézniczko-
walnos¢ i analityczno$€. Pochodna w z, zapiszemy w postaci

f,(zo) = lim f(20+‘ﬂz)“f(20)

Az=0 Z]Z :

kiadac w pierwotnej definicji z = z,+4z. Dla f(z) = z? mamy

.
PRy i NP EEN 8 syl iy g 22,.
Az=0 AZ Az=0
Wynik ten jest w sposéb oczywisty niezalezny od drogi, wzdiuz ktérej] Az — 0, tak
wige funkcja f(z) = z? jest wszedzie rézniczkowalna i analityczna. Wynik ten jest zupelnie
analogiczny do pochodnej funkcji rzeczywistej J(¥) = a2,

Z drugiej strony, jezeli f(z) = z*, wtedy mamy

" . z§+Az*¥—z% o5 x Mg
= Jon —= . 0L [ .
/(7o) 4:140_ Az Azl-::lo Az

Jezeli Az — 0 wzdluz osi rzeczywistej x, to Az = Ax i Az* = Ax* — Ax, tak wiec
fzo) = +1. Jezeli natomiast Az zdaza do 0 wzdhuz urojonej osi y, wtedy Az = idy tak,
ze Az* = —idy = —4z, a zatem f'(z;) = —1. Poniewaz dla dowolnego punktu z,
granica przy z — z, zalezy od kierunku podchodzenia do z,, funkcja nie jest nigdzie
rozniczkowalna ani analityczna. [Ogélnie Az*/Az = e=2%, gdzie 0 = arctg(dy/4x), co
w widoczny sposdb zawiera kierunek (6), w jakim przechodzimy do granicy.]

Wiele twierdzen ‘o rézniczkowalnodci w analizie rzeczywistej ma swoje analogie w ana-
lizie zespolonej i tak mamy:

1. Funkcja stala jest analityczna.

2./@) =z"dlan=1,2, ... jest analityczna.

3. Suma, iloczyn i iloraz funkecji analitycznych sa analityczne zaktadajac w przypadku
ilorazu, Ze mianownik nie znika nigdzie w rozwazanym obszarze.

4. Funkcja analityczna funkcji analitycznej jest analityczna.
Dowody przebiegaja zupelnie tak samo jak w przypadku rzeczywistym.
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Okreslimy teraz konieczne i wystarczajace warunki na to, aby funkcja w(z) = u(x, y)+
+1¥(x, y) byla rozniczkowalna w jakim$ punkcie. Zatozymy po pierwsze, ze w(z) jest
rzeczywiscie rozniczkowalna w jakim$ punkcie z = z,, wtedy

) = T, o nm(‘ﬂ%s"”
VviZ = — re—— T
' * dz0 A4z azu0\ Az Az
Poniewaz w'(z,) istnieje, liczba ta nie zalezy od tego, w jaki sposéb Az — 0, to znaczy nie
zalezy od stosunku Ay/Ax. Jezeli przechodzimy do granicy wzdtuz osi rzeczywistej
Ay = 0idz = Ax, wtedy

w(zo) = lim
Ax—0

Au £ Aw du i oo
P s e I—.,
Ax Ax ox ax

Z drugiej strony, jezeli przechodzimy do granicy wzdtuz osi urojonej, Ax = 0i Az = i/ ¥
Teraz
(Av _Au) _0v  Ou

w'(zo) = lim -E}HHE?J? —Eyr“za—y.

dy-0

Z zalozenia roézniczkowalnoéci te dwie granice muszg byé sobic réwne. Przyrownujac
czgsel rzeczywiste 1 zespolone mamy:

du év . 0o Ju

a— =—a"y-' IJI. "é‘x—= -——é-y—. (61)
Réwnania (6.1) znane sa jako réwnania Cauchy’ego-Riemanna. Podaja one warunek
konieczny na to, aby funkcja byla rézniczkowalna. Warunek ten otrzymaliSmy Zadajgc
rézniczkowalnodei w spegjalny sposéb; nie jest zatem zadziwiajace, ze warunki powyzsze
same nie sg wystarczajace. Wystarczajace warunki na rézniczkowalnosé w(z) w punkcie z,
sa nastgpujace: po pierwsze rownania Cauchy’ego—Riemanna muszg by¢ w tym punkcie
spetnione i po drugie — pierwsze pochodne czastkowe u(x, ¥) 1 v(x, y) musza istnieé
1 by¢ ciagle w z,.

Dowdd jest zupelnie prosty. Zauwazmy najpierw, ze u Jest ciagle w (x;, o), poniewaz
jest tam rézniczkowalne; czastkowe pochodne u sa ciggle z zalozenia. W tych warunkach
z analizy funkeji wielu zmiennych wynika¥*, ze

ou ou
du = u(xo+A4x, yo+A4y)—u(x,, yo) = —H;Ax +Fy—Ay+81Ax+EZAy,
gdzie 0u/0x i dufdy sa czastkowymi pochodnymi okreslonymi w punkcie (xo, o), @ &, 1 &,
zmierzaja do zera, gdy zardwno Ax i Ay zbiegaja do zera. Stosujac podobny wzér dla
© o(x, y) mamy

dw = wzo+A2)—w(z,) = Adu+ido =

du du Jov ,  Ov
= -B?Ax +-6—J’—Ay+aldx+ezdy+z(ﬁdx+~@Ay+£3Ax+s4dy).

* Patrz np. G. B. Thomas jr., Caleulus and Analytic Geometry czwarte wydanie, Addison-Wesley
Publishing Co. 1968, § 15-4, str. 503, réwn. 4 lub W. Kaplan Advanced Calculus Addison-Wesley
Publishing Co. 1953, § 2-6, str. 84.
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Uzywajac teraz rownan Cauchy’ego-Riemanna, ktore z zatozenia spetnione sa w punkcie
(xo s y’t)—)a Otrzy mujemy

0 . 0o =
Aw = _;% (Ax+idy)+i —gx—(z_‘lx+ iAy)+ Ax(e, +ie3)+ Ap(e, +iey),

Zatem
Aw cu . 0v y

7 . A . b
_.H_Z— = ax‘ Ay —gx— = (61 + 183) _ﬁ;}; + (82 -+ 354)"—;' £

Poniewaz |Az| = [(Ax)>+(Ap)*]?, |dx| < [dz] 1 |Ay| < |Az], wiec |Ax/Az] < 1
i |Ay/Az] < 1. Poniewaz te czynniki sa ograniczone, dwa ostatnie czlony w powyiszym
rownaniu zmierzaja do zera wraz z Az, bo &, &, £5 1 &, zbiegaja do zera, gdy Az dazy

do zera. Zatem w z,

re S VB e
Wi(zo) = % +1-5;, (6.2)
granica ta mie zalezy od drogi, wigc pochodna istnieje. Stosujac warunki Cauchy’ego-
Riemanna mamy takze

s Al -
W (ZO-) = “"*'I—a‘-y— . (63}

Przyklad. Rozwazmy funkcje z3. Mamy

2 = (@ —3xy")+i3x°y—y®) = utiv,
zatem

@u 52? 07 5U
e B3 =T R ik =
- X 'y or 1 ) 6xy 5

Wobec tego rownania Cauchy’ego-Riemanna sg wszedzic speinione. Poniewaz pochodne
czastkowe 53 ciagle, funkcja 22 jest rzeczywiscie wszedzie analityczna. Funkcja, ktéra jest
analityczna w calej plaszczyZnie zespolonej, nazywana jest funkcja catkowita. Pochodng =3
mozna znalez¢ uzywajac (6.2) lub (6.3). Otrzymujemy

dz? ou . oo

— .5;+; g 3 —y*) + 2ixy] = 327,

co jest zadowalajacym wynikiem. Jako drugi przykiad pozostawimy czytelnikowi poka-
zanie, ze funkcja |z{* = zz* jest rézniczkowalna tylko w poczatku ukladéw wspdlrzed-
nych 1 zatem nic jest nigdzie analityczna. Z réwnan Cauchy’ego-Riemanna wynika
natychmiast pewien godny uwagi rezultat, ktory wskazuje na zwiazki z fizyka. Zakladajge,
Ze rOwnania te spetnione s3 w pewnym obszarze mamy

du v %y Pu  Pu Pu
= = = — = = _4
0x* ~ oxdy  dyox 52 T e Ty Viu =0, (6.4)

jezeli drugie pochodne czgstkowe sq ciagle tak, ze mozemy zamieni¢ porzadek rézniczko-
wania w mieszanych pochodnych czastkowych. W ten sam sposéb mozemy stwierdzié, ze
funkcja v takze spetnia dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a, a wiec czeSel rzeczywista
i urojona funkcji analitycznej, posiadajace ciagle drugie pochodne czastkowe, obie spel-
niaja dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a. Udowodnimy pOZniej, stosujac teorie calki,
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ze drugie pochodne czastkowe funkcji analitycznej sg z koniecznosci ciggle; to zastrzezenie
mozna wiec opuscié. Interesujace jest, ze te twierdzenia o pochodnych moga by¢ udowod-
nione tylko droga catkewania.

Kazda funkcja spelniajaca VZ*¢ = 0 nazywana jest funkcja harmoniczng. JezZeli
/= u+iv jest funkcja analityczna, to V?u = V?0 = 0 i wtedy u i v nazywane sa
stowarzyszonymi funkcjami harmonicznymi. Jezeli dana jest jedna z dwoch stowarzyszonych
funkeji harmonicznych, mozna uzy¢ rownan Cauchy’ego-Riemanna do znalezienia drugiej
7 dokladnoscia do stalej. Przykladowo latwo zauwazyd, ze funkeja u(x, y) = 2x—x3+3x?
jest harmoniczna. W celu znalezienia stowarzyszonej do niej funkcji harmonicznej poste-
pujemy nastgpujaco:

ou 0o
= = 2-3x243y? = v = 2p—3x%y+ P +é(x),
T 3y x*+3y Y y+y>+é(x)
gdzie ¢(x) jest pewna funkcja x. Uzywajac teraz drugiego rownania Cauchy’ego-Riemanna
otrzymujemy
J 0
= gy = SR = —6wy =4 =0,
zatem ¢(x) musi byé stala i funkcja harmoniczna stowarzyszona do # ma postac
v = 2p—3x%y+y3 +const.

Zauwazmy, ze funkcja w = u+iv = 2z—z°+C jest funkcja analityczng, tak jak byc
powinno. ;

Zanim pojdziemy dalej, sprobujmy korzystajac z faktu, ze jesteSmy fizykami, zaprezen-
towaé inne, krétsze wyprowadzenie tych warunkow, oparte na uzyciu infinitezymalnie
matych przyrostéw. Niech w = u+iv i w' = p+ig, wtedy éw = w'dz lub biorac czgsé
rzeczywista i urojona

du = pdx—gqdy, dv = pdy+gdx.
Stad wynika natychmiast, Ze

%W 2 IR

x "y P ox a1

Roéwnania powyzsze sg identyczne z rownaniami Cauchy’ego-Riemanna (6.1).

Kontynuujac te nieformalne rozwazania, mozemy wyprowadzi¢ inny, scisle zwigzany
wynik, ktéry pozwoli nam lepiej zrozumieé sens analitycznoéci. Ponownie, niech w(z) =
= w(x, ¥) = u(x, y)+iv(x, y). Pokazemy teraz, ze dw/dz* = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
rownania Cau&hy’ego—Ri&manna sa spelnione. Nie bedziemy klopotal si¢ sensem tej
pochodnej wzgledem z*, ale po prostu formalnie zrézniczkujemy traktujac pochodna
symbolicznie. Z pomoca wyrazen

x=0z+z2%/2 1 y=(z—-2z%2
mamy

0x €x

_i(_?_“____af’_) iftw
T 2\ax oy L) 6x+_§}7'

dw _ Ow ox | ow 6y_(3u ,Eﬁi)l (:'+

FF T x0T dy a2t PR
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Jezeli rownania Cauchy’ego-Riemanna sa spelnione, ostatnie wyrazenie znika. Jezeli
z drugiej strony ow/dz* = 0, wtedy zaréwno rzeczywista jak i zespolona czesé ostatniego
wyrazenia musl znika¢, a wige rownania Cauchy’ego-Riemanna sa spelnione.

Ten czysto formalny wynik, ktéry mozna otrzymaé Scisle, sugeruje nam, ze funkcje
analityczne sa niezalezne od z*; sa one funkcjami tylko z, Tak wiec funkcje analityczne
sa prawdziwymi funkcjami zmiennej zespolonej, a nie po prostu zespolonymi funkcjami
dwoch zmiennych rzeczywistych (patrz np. zadanie 1), ktére ogélnie rzecz biorac beda
zalezaty zaréwno od z*, jak réwniez od z, zgodnie z

z4z* z—z*)

f(x,y)zf( 3 27

6.2. NIEKTORE PODSTAWOWE FUNKCJE ANALITYCZNE

Jedna z najbardziej uzytecznych funkcji zmiennej zespolonej jest funkcja wykladnicza,
ktéra dla z = x+iy definiujemy przez

e* = e*(cos y+isiny). (6.5)

Z tej definicji i z naszych poprzednich rozwazan wynika prosto, ze e jest funkcja anali-
tyczna i 7e
d

7

az

6= B8

Inne znane wilasnosei funkeji wyktadniczych, w szezegdlnodei €172 = ef1e”2 wynikaja
bezposrednio z réwnania (6.5). Zauwaimy, Ze e* jest funkcja okresowa o okresie 27i, tzi.
: et = ¢fe?™ = e’(cos2n+isin2n) = €7
Z réwnania (6.5) widzimy, Ze
e” = cosy+isiny,
skad wynika, iz
e +e " ; S
€08y = ————, siny = oF
I

Wzory te sugeruja, ze dla dowolnego zespolonego z mozemy zdefiniowaé

eiz_}_e«-iz
Cosz = S (6.6)
i
) e:iz_ﬁ,—liz
sinz = TR (6.7)
a poniewaz
i
dz s
to latwo jest obliczy¢ pochodne cosz i sinz. Otrzymujemy
I-Ciz_ z-e-iz
(,_fECOSZ = -2— = ~—S8in z,
. e et
..cg Sifl z = ——Ei = €08 Z,
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jak moglibysmy si¢ spodziewa¢ sadzac z przypadku zmiennej rzeczywistej. Uzywajac
rdwnan (6.6) 1 (6.7) tatwo sprawdzi¢, ze wszystkie znane tozsamodci trygonometryczne,
takie jak
cos(z,+2,) = €08z;€082,—sinz, sinz,,
pozostaja stuszne dla zmiennych zespolonych.
Zespolone funkcje sinus i cosinus moga oczywiscie by¢ zapisane w postaci ulx, y)+
+iv(x, y). Przyktadowo

. I 1 L 1 e
sinz = —%[c‘“*”’he“f”"”] = Ee"’(cosx+z smx)——i?e?(cosx—zsmx) =

= sinx(e*+e7)/2+icosx(e’ —e?)/2,
zatem
sinz = coshysinx+isinhycosx. (6.8)
Podobnie
cosz = coshycosx—isinhysinx. (6.9)
Kiadac x = 0 vzyskujemy {xiyteczne relacje sin(iy) = isinhy i cos(iy) = coshy. Widzimy
takze, ze warunki Cauchy’ego-Riemanna spelnione sa wszedzie tak, jak wiemy, ze po-
winny by¢. Z réwnan (6.8) 1 (6.9) wynikaja bezposrednio inne wlasnosci
(sinz)* = sin(z¥),
sin{—2z) = —sin(z),
sin(z+2x) = sin(z).

Uzywajac funkcji sinus i cosinus definiujemy inne znane funkcje trygonometryczne, np.

tgz = sinz/cosz.

W podobny spos6b przez analogi¢ z przypadkiem rzeczywistym definiujemy cotangens,
secans i cosecans. Funkcje te roznig si¢ od sinusa i cosinusa w ten sposéb, Ze nie sg
wszedzie analityczne. Tangens bedacy stosunkiem dwéch funkeji analitycznych bedzie
analityczny wszedzie z wyjatkiem punktéw, w ktérych cosz = 0. Uzywajac czelel rzeczy-
wiste] i zespolonej cosinusa mozemy napisaé ten warunek jako

coshycosx = 0, sinhysinx = 0.
Teraz coshy > 1 dla wszystkich rzeczywistych y; pierwsze réwnanie ma wiec rozwiazania
wszedzie, gdzie cosx = 0 lub x = @u+Dx/2, n =0, +1, +2, ... W tych punktach
sinx = +1, wige drugie réwnanie wymaga, aby sinh y =0, tzn. y = 0. Zatem tangens
jest funkcja osobliwa w punktach 2n+1)r/2 dlan = 0, +1, ... na osi rzeczywistej i tylko
w tych punktach. Wobec tego tgz staje si¢ nieskoriczony w dokladnie tych samych
punktach, gdzie tgx (x rzeczywiste) staje si¢ nieskoficzony i tylko w tych punktach.

Na podstawie powyzszych dyskusji kuszace moze byé przypuszczenie, 7e zespolone
funkcje trygonometryczne sa ,,po prostu tym samym” co ich rzeczywiste odpowiedniki.
Jednakze czytelnik moze fatwo pokazac, ze

Isinz{? = sin?x+sinh? y

1 wyraZenie powyzsze wzrasta bezgranicznie, gdy y dazy do nieskoficzonosci. Kontrastuje
to zasadniczo z przypadkiem rzeczywistym, gdzie [sinx| < 1 dla wszystkich rzeczywistych x.
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Wszystkie funkcje, ktére dyskutowaliémy do tej pory, mialy taka witasnosé, ze jezeli
wybiellzemy dowolny punkt z, w plaszczyznie zespolonej 1 wyjdziemy z tego punktu, aby
poruszajac si¢ po dowolnej drodze powrdcié do niego z powrotem, to warto§é funkcji
zmienia si¢ w sposdb ciagty wzdiuz pewnej drogi powracajac do pierwotnej wartosci w z,.
Przypus¢my przykltadowo, ze rozwazamy funkeje w(z) = ¢ i zaczynajac z punktu Zy =1
okrazamy w plaszezyZnie z poczatek ukladu po kole jednostkowym przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara. Rys. 6.1(a) pokazuje kolowg droge w plaszczyZnie z, a rys. 6.1(b)
odpowiednia droge w plaszczy’inie w. [Uzycie dwéch plaszezyzn zespolonych w celu

“' ptaszczyzna z
£
// .
i 1\\’ 1 N
: —i
a)
pfaszczyzna w , ptaszczyzna w
w(z)=e’ 1 w@=vz
il L
fr w(Zo)
= oyt = ~
\ ff
X Py
- i S -
—_‘ e = é
b) c)

Rys. 6.1(a) Kontur kolowy w plaszczyZnie z wokét poczatku ukladu. (b) Odwzorowanie konfuru Z Iys.
6.1(a) przez funkcje €. (¢) Odwzorowanie konturu z rys. 6.1(a) przez funkcje ]/E

»wykreslenia” funkcji w(z) jest czesto uzywane w teorii zmiennej zespolonej.] Zauwazmy,
Ze obie drogi sg zamkniete, co jest wlasnie geometrycznym stwierdzeniem faktu, ze jezeli
startujemy z punktu z,, gdzie funkcja ma warto$é w(z,), i gdy poruszajac si¢ po krzywej
zamknigtej wrécimy z powrotem do z,, to wartosci funkcji tworza takze linig ciagla
powracajaca do w(z,). W wypadku funkcji e* rezultat ten trudno uwazaé za niezwykly,
poniewaz tak zdefiniowaliSmy e?, kierujac si¢ wlasnosciami rzeczywistej funkeji wyklad-
niczej, aby funkcja ta zachowywala sig W opisany sposob. Jezeli teraz przyjrzymy sie
innej prostej funkcji, mianowicie pierwiastkowi kwadratowemu, to zobaczymy, Ze nie
zawsze sprawy wygladaja tak prosto. Napiszmy formalnie

w(z) = I/E = V’x—[—iy :

Zauwazmy, Ze definicja ta pozbawiona jest znaczenia, poniewaz nie dysponujemy w tej
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chwili Zadnym zbiorem operacji, ktére pozwolityby nam znalezé w(z) dla jakich§ danych
x i ¥ (z wyjatkiem y = 0). Jest to sytuacja pyzeciwna niz w przypadku réwnania (6.5),
gdzie znane operacje na zmiennych rzeczywistych wystarczaly do rozwigzania wszystkich
problemoéw zwiazanych z wyliczeniem wartosci funkcii.

Na szczescie w przypadku pierwiastka kwadratowego istnieje inna mozliwosé, a miano-
wicie mozemy zapisaé z w postaci biegunowej*, jako z = re®. W tej postaci logiczne jest
rozszerzenie pierwiastka kwadratowego na plaszczyzng zespolona zawarte w definicji:

wz) = Yz=yre¥ = V?[cos(ﬂ/21'+i sin(6/2)].

Funkcja ta w oczywisty sposob spelnia relacjg w? = z, co jest z pewnoscia minimalnym
wymaganiem dla kazdej sensownej definicji pierwiastka kwadratowego. Sprobujmy postu-
gujac sie ta definicja zmienia¢ z wzdluz tej samej drogi wybranej na rysunku 6.1(a)
zaczynajac od r = 11 68 = 0. Rys. 6.1(c) pokazuje odpowiadajaca temu drogg w plasz-
czyinie w. Zauwazmy, Ze nie jest to droga zamknigta; po dokonaniu pelnego obiegu
wokol poczatku ukladu w plaszezyznie z, docieramy w plaszczyZnie w do punktu w = —1,
a nie w = +1. Aby dotrzeé z powrotem do w = +1, musimy zmienia¢ # od 2= do 4=,
tzn. przeby¢ droge po okregu w plaszczyZnie z jeszcze jeden raz. [Patrz krzywa przerywa-
na na rys. 6.1(c).] W rzeczywistosci nie jest to najlepszy sposéb opisywania sytuacji; nie
chcemy mowi¢ o poruszaniu si¢ po okrggu w pierwotnej plaszezyZnie po raz drugi,
wolimy raczej mowi¢ o poruszaniu si¢ po identyczne} drodze w inmej plaszczyinie -.
Odpowiada to faktowi, ze przy pierwszym okrazeniu 6 zmienialo si¢ od 0 do 2r,
a przy drugim od 2w do 4=. Sytuacja ta nie rézni si¢ tak bardzo od przypadku funkcji
w rodzaju €%, jak mogloby sie to na pierwszy rzut oka wydawaé. W zmiennych bieguno-
wych mozemy napisac
e* = e %[cos(rsinf)+isin(rsind)]

1 nastgpnie tyle razy przebiegac po okregu, ile nam si¢ podoba (0 =0 — 0 = 2%,
6 = 2x - 0 = 4n itd.). W tym wypadku otrzymujemy t¢ samg warto§¢ e* dla kazdego
obiegu. Nie tracimy zatem Zadnej informaciji o €?, jezeli bedziemy identyfikowaé ze soba
plaszczyzny odpowiadajace @ = 0 - 0 = 2=, 6 = 2x — 0 = 4x itd. JednakZe w przy-
padku w(z) = |/ z potrzebujemy dwéch plaszezyzn nazywanych zwykle platami Riemanna
w celu jednoznacznego scharakteryzowania funkcji w(z).

Jest oczywiste, Ze dwie plaszczyzny wystarczaja: jezeli 6 bedzie zmieniac sic od 4xn
do 6w, i uzyskujemy te same wartosci jak przy 6 w granicach od 0 do 2.

Waing jest rzecza pamigtac, Ze droga pokazana na rys. 6.1(a) okraza poczatek ukiadu.
Jezeli wybierzemy droge, ktdra ani nie okraza poczatku ukladu, ani nie przecina dodatniej
osi x, wtedy w plaszczyZnie w takZze otrzymamy droge zamknieta. Rys. 6.2(a) i 6.2(b)
pokazuja sytuacje dla w(z) = ]/E, przy czym zaczynamy od zy = ]/S_e"“’ﬂ, gdzie ¢y =
= arctg2 (postugujemy sie zwykla trygonometryczna konwencja, wedlug ktdrej arctgx
przyjmuje warto$ci migdzy 0 i w/2). Mozemy powiedzie¢, ze na rys. 6.2(a) zaczynamy od
punktu z, = 142i na pierwszym placie Riemanna i powracamy do tego punktu bez okra-

* Jezeli napiszemy z = x+iy i dokonamy zamiany zmiennych przechodzac do wspotrzednych bie-

gunowych (x = rcosfl, y = rsinfl), uzyskujemy z = r(cosf+isinf) = rei?, gdzie r = (x2+yHli2
i8 = arctg(i).
X
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zanja poczatku ukladu. JeZeli uczynimy to samo dla z, = 1+2/ na druginmi placie
Riemanna (tzn. ¢ = arctg2+2x), w plaszczyZnie w zostanie wykreslona odpowiednia
krzywa zamknigta (rys. 6. 2(c)). :

ptuszczyzna z

Kzg=1+2/

- -
=1 1
al
"
A ptaszczyzna w i
w(z)=vz T
{' S
wlzg) .
—2 —1
1 2 - iz
plaszczyzna w -
s w(z)=vVz
b) c)

Rys. 6.2 (a) Zamknigty kontur w plaszczyZnie z. ktory nie obejmuje poczatku ukladu wspdlrzednych.

(b} Odwzorowanie konturu z rysunku 6.2(a) przez funkcje ;/ z, w przypadku przyiecia, ze kontur

z 1ys. 6. ”(a) lezy na pierwszym placie Riemanna. (¢) Odwzorowanie konturu z rvs. 6. 2(a) przez funkcie
]/ zwW przypadku przyjecia, Ze kontur z rys. 6.2(a) lezy na drugim placie Riemanna.

Yatwo zauwazy¢, ze opisane powyzej trudnosci beda wystepowadé takze dia wz) =} z
i kazdej drogi zaczynajacej si¢ na dodatniej osi rzeczywistej i powracajacej do pwrwotnega
punktu po okraZeniu poczatku ukladu. Jezeli zatem chcemy rozwazyé w(z) = 'z W po-
dobnie prosty sposéb jak €7, to stwierdzamy, ze funkcja -g/g nie jest ciagla wzdluz dodatniej
osi x 1 nie jest tam analityczna. Aby jednak uniknaé tej klopotliwe; sytuacji, mozemy
powiedzie¢, ze gdy Wrac'amy z powrotem na 0§ rzeczywistg po przebyciu luku 2x radia-
néw, to przechodzimy w sposéb ciagly na drugi plat Riemanna. Gdy jeszeze raz obiegniemy
z = 0 na drugim placie powracajgc z powrotem na dodatnia o§ rzeczywista, przechodzimy
wiedy w ciagly sposob na pierwszy plat Riemanna. Mozna sobie zatem wyobrazi¢, 7e oba
platy sa przecigte wzdhuz dodatniej osi x i potaczone w sposéb zilustrowany na rys. 6.3.
Przy pomocy tej konstrukcji funkcja w(z) = y /z staje sie jednowarto$ciowa [na obu p%atach
kiadziemy w(0) = 0] i analityczna wszqdzm z wyjatkiem poczatku ukiadu, gdzie dla }'z
wystepuje ta sama trudnosé co dla } xw przyp&dku zmiennej rzeczywistej. Poczatek ukiadu
jest zatem punktem osobliwym dla w(z) = y/z.
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Przyjmijmy w ogolnosci, ze mamy jakis punkt osobliwy z, pewnej funkeji w(z) i droge
zaczynajaca si¢ w z, , ktora okrgza ten punkt. Jezeli w celu powrotu do pierwotnej wartosct
w(z;) kat 6 musi przebiegac¢ zakres wigkszy niz od 0 do 2w, wtedy Z; nazywane jest
punktem rozgalezienia funkcji w(z). Cigcie, ktére wychodzi z tego punktu, nosi czasem
nazwe cigcia galgziowego. W prostym przypadku, ktéry dyskutowaliSmy powyzej [w(z) =
g }_,J‘E] warto$¢ w(z,) dla z; z drugiego ptatu rézni si¢ po prostu znakiem od w(z,) dla z
z pierwszego platu. Zauwazcie, ze mozliwe jest, aby punkt z, z pierwszego ptatu byt punktem,
dla ktérego pewna funkcja w(z) jest analityczna, podezas gdy punkt z; z drugiego platu
jest punktem osobliwym. Przyktadem takiej funkcji jest

1

i+yz

w(z) =

w(z) jest jednowarto$ciowa funkcja okreslona na dwuplatowej powierzchni Riemanna
przecigtej wzdluz dodatniej osi rzeczywistej i polaczonej tak, jak pokazuje rys. 6.3.
Funkcja ta jest analityczna w z = —1dla¢ = n na pierwszym placie Riemanna i osobliwa
wz = —1dla ¢ = 3r na drugim placie Riemanna.

ptat 1

X e

Rys. 6.3 Widok z beku dwoch platow Riemanna funkcji w(z) = V? patrzge wzdluz osi rzeczyvwistej w kie-
runku poczatku uktadu.

W powyzszej dyskusji moglibySmy oczywiscie upierad sie, ze 6 bedace argumentem z
ma przedzial zmiennosci wynoszacy tylko 2w radianéw. Mogliby$my wtedy powiedzieé, ze

wi(z) = Vre®?, 0<60<2n

definiuje pewna jednowartosciowa funkcje, analityczng wszedzie w zespolonej plaszczyznie z
z wyjatkiem punktéw lezacych na dodatniej osi rzeczywistej (wlacznie z punktem z = 0)
i o8

wi(z) = Y ref®rame = _ Vre?, 00 < 2n

~

‘takze definiuje pewna funkcie. Obie funkcje w,(z) 1 w,(2) spetniajg réwnosé wi = w2 = z

1 s4 nazywane jednowartosciowymi galeziami [z, Jest oczywiste, 7e jezeli zdefiniujemy
..4)3(2) — V'r ei(f:’-?—‘:-:rl:}f.?., 0 g ﬂ < 27,:,

to bedziemy mieliws(z) = w,(2); wten wigcsposéb nie uzyskamy nowej galezi. Pozostawiamy
czytelnik owi jako ¢wiczenie pokazanie, ze mozna zdefiniowad trzy jednowartosciowe galezie
funkgji w(z) = ] "zize jezeli chee sie w tym przypadku zdefiniowac w(z) jako jednowartos-
ciowa funkcje analityczna wszedzie z wyjatkiem punktu z = 0, to potrzebna jest trzypla-
towa powierzchnia Riemanna, '

Nalezy zwréci¢ uwage, ze wybér osi rzeczy wistej jako cigcia dla funkeji w(z) = z z byt
catkowicie dowolny. Dowolna inna pélprosta, powiedzmy 6 = 0y, bylaby réwnie dobra.
Jedyng rzecza, ktéra nie jest dowolna, jest wybor punktu z = 0 jako punktu rozgalezienia;
= = 0 jest prawdziwym punktem osobliwym funkcji w(z) = }/Z i tego nie mozna zmienid.
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Jednakze w przypadku zdefiniowanych powyzej funkcji wi(z) i w,(z) polprosta osobliwa
6 = O jest, z wyjatkiem z = 0, linia osobliwosci »Stworzonych przez czlowieka”. Rownie
dobrze, moglibySmy wybraé pélprosta 6 = 6, jako linie osobliwosci. MoglibysSmy np. zde-
finiowaé
wi(z) = Ve 0, <0 < ,+2%
i podobnie
wz(z) = }/;ei(3+21’:]f2 — __Vf';,"ew,fz
90 < 0 < 90 +27.

Jezeli chcemy mie¢ do czynienia z jednowartosciowa funkcja analityczng wszedzie z wyjat-
kiem z = 0, to mozemy skonstruowaé dwuplatowa powierzchnie Riemanna przecieta
1 zlaczong wzdhuz linii 6 = 6,. Na krawedzi cigeia przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara
Yz = }/re®/, Po przebyciu tuku 2% radianéw nie powracamy do tej wartosci, ale do
wartosei —J/re®/2 | przechodzimy na drugi ptat. Zauwazcie, ze w tym przypadku pewne
wartosci w(z) = ]/ z, ktére byly na pierwszym placie Riemanna, gdy cigcie biegto wzdtuz
6 = 0, znajduja si¢ teraz na drugim ptacie Riemanna i na odwrét. Dowodzi to, ze kons-
trukcja Riemanna jest jedynie sposobem Jjednowartosciowego zapisu funkcji. Rozréznienia
" migdzy pierwszym i drugim platem sa kwestia umowy. W rzeczywistosci nie powinno sta-
nowi¢ trudnosci dla czytelnika wyobrazenie sobie, Ze jakakolwiek rozsadna krzywa
biegngca od $rodka ukladu wspdlrzednych do nieskoriczonosci mogltaby stanowi¢ dopusz-
czalne cigcie, wzdluz ktdrego dwa platy Riemanna funkeji w(z) = }/z moga byé polaczone.,

Zanim porzucimy ten przyklad, sprébujmy najpierw zastanowié sie nad rozumowaniem,
ktére na pierwszy rzut oka wydaje si¢ zaprzecza¢ temu, o czym wlasnie méwiliSmy.
Rozwazmy dowolny punkt x, # 0 na dodatniej osi rzeczywistej. Wyobrazamy sobie, e
istnieje pewne otoczenie punktu x,, w ktérym moZemy napisaé z = x,+ o, gdzie o jest
pewna liczba zespolong, i definiujemy zatem p/ z za pomoca szeregu potgegowego

) e L e Bo0°
Vs, (1 +E—£O——§-?%-+ ),
jezeli tylko szereg jest zbiezny (zobaczymy péiniej, ze szereg ten jest zbieZny, jezeli tylko
lel < xo). Jest to funkcja jednowartosciowa definiujaca 'z w spos6b ciagly w jakims
obszarze zawierajacym cz¢$é dodatniej osi rzeczywistej. JednakZe definicji tej nie mozna
zastosowa¢ do calej plaszczyzny zespolonej, poniewaz szereg powyzszy nie wszedzie jest
zbiezny. Okazuje sig, Ze nie jest mozliwe rozszerzenie (lub ,,przedtuzenie”) tej funkcii na
wszystkie punkty plaszczyzny z w ten sposdb, aby }/ z byt jednowartosciowy i analityczny.
Powrécimy do tego zagadnienia, gdy bedziemy dyskutowac w dalszej czesei tego rozdziatu
zasady przedtuzania analitycznego. Fakt, 7e funkcja zdefiniowana za pomoca szeregu jest
ciagla przy przechodzeniu przez dodatnia o§ rzeczywistg, nie jest w sprzecznosci z umiesz-
czeniem cigeia wzdluz tej osi, jak to pierwotnie zrobiliSmy, poniewaz (co zostalo pokazane
powyZej) cigcie moze byé umieszczone gdziekolwiek indziej, o ile tylko zaczyna siew z = 0.
W szezegblnosci cigeie mozna wybraé w ten sposob, Ze lezy ono catkowicie poza obszarem
zbieznoéci szeregu uZytego do definicji }'z (np. mozna wybraé ciecie wzdhz ujemnej
osi rzeczywistej). Na zakoficzenie zwrécimy uwage, Ze moglibysmy z powodzeniem zde-
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fintowa¢ w ten sposob funkcje e, Funkcja ta ma dla rzeczywistych wartosei x szereg
potegowy zbiciny wszedzie 1 nietrudno uwierzy¢, Ze zespolony szereg potegowy z tymi
amymi wspotezynnikami (I/n!) bedzie zbiezny wszedzie w plaszezyznie zespolonej.

Jako inny przykiad wielowartosciowe] funkeji rozwazymy logarytm. Uzywajac ponownie
z = re'? zdefiniujemy

logz = Inr+i0,
gdzie In oznacza zwykly logarytm naturalny dodatniej liczby rzeczywistej. Zauwazmy, Ze
Elog: = elnr+iﬁ T e).JK'IJ'E:I'«? = refa = z
oraz
log(z,z:) = In(rir)+i0,+85) = Inr;+i0, +Inr,+i0, = logz, +logz,.
L

Tak wigc logarytm posiada gtéwne wlasnosci, ktérych mozna byloby si¢ spodziewaé przez
analogi¢ z przypadkiem zmiennej rzeczywistej. W przypadku logarytmu opisane powyzej
trudnosei wynikajace z wielowartosciowoS$ci sa powazniejsze, poniewaz bez wzgledu na to,
jak wiele razy okrazamy Srodek uktadu wspolrzednych zaczynajac, powiedzmy, z jakiego$
punktu na dodatniej osi rzeczywistej, nigdy nie powrdcimy do pierwotnej wartoscei loga-
rytmu. Logarytm wzrasta o 27/ przy kazdym obiegu (lub zmniejsza si¢ o 2n, jezeli poru-
szamy si¢ w kierunku malejacego ). Wobec tego, aby uczynic¢ logz funkcja jednowartos-
ciowq, potrzebna jest nieskonczona liczba platow Riemanna, z ktoérych kazdy polaczony
jest z platem poniZej poprzez cigeie wzdluz dodatniej osi rzeczywistej. W wyniku takiej
konstrukeji logz jest analityczny wszedzie z wyjatkiem z = 0; punktowi temu przypisu-
Jjemy wartos¢ log(z = 0) = — ¢ na wszystkich platach. Mozemy takze utworzy¢ nieskon-
czong liczbg jednowartosciowych galezi logarytmus:
wa(z) = Inr+i0+2nni, 0<0 < 2%,
gdzie n = 0, +1, +£2, ... 1 w,(2) jest jednowartoSciowa funkcja analityczng wszedzie z
wyjatkiem z = 0 1 punktdw lezacych na dodatniej osi rzeczywistej. Zupetnie tak jak po-
przednio
eval® = 7
ale
Wa(z425) = wa(z))+wu(z,)—2mni.
Galgz
we(z) = Inr+i6, 00 < 2=
nazywana jest wartosciq glownq lub gldwna galeziq logarytmu i bywa zwykle oznaczana
Logz. Mamy

gt =g
Log(z,z;) = Logz; +Logz,.

Tak jak poprzednio wybdr pélprostej § = 0 jako linii osobliwosci jest calkowicie arbi-
tralny.

Na podstawie poprzednich przyktadéw przejicie do bardziej skomplikowanych przy-
padkow jest calkiem proste, na przykiad funkcja

w(z) = Yz—a
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Jest jednowartoSciowa funkeja na dwuplatowej powierzchni Riemanna z cieciem od a do
nieskonczonosci. Punkt z = g jest punktem rozgalezienia; jezeli wybierzemy ciecie réwno-
legle do osi rzeczywistej, uzyskujemy obrazek przedstawiony na rys. 6.4. Uzywajac ozna-
czen z rys. 6.4 mozemy zatem zdefiniowad

w(z) = |z—a|Y?e!2,

=2m
0.
ciecieal‘ ° G=0
£l e iz ciecie
h=—mxa b G,=2m
Rys. 6.4 Mozliwy przebieg ciecia dla funkcji Rys. 6.5 Mozliwy przebieg cig¢ dla funkcji

w(z) = ]/ r—a. wiz) = ]//(;;_a) (z—b).

Funkcja

w(z) =V (z—a) (z—b)
stanowi przypadek wymagajacy glebszego zastanowienia sig. W celu uproszczenia geo-
metrycznych rozwazan ograniczymy si¢ do szczegolnej sytuacii, kiedy @ i b sg rzeczywisie.
Najbardziej oczywistym sposobem postgpowania jest po prostu wprowadzenie dwoch ciec
z punktow rozgalezienia z = a i z = b tak, jak pokazano na rys. 6.5. Takie proste
kierunki cie¢ zostaly wybrane ze wzgledu na wygode rysunku. Cigeie lewostronne odpo-
wiada temu, co mielibyémy dla funkeji Vﬁ, cigcie prawostronne temu, co mieliby$my
dla }/z—b. Przyjmujemy tutaj, Ze 0; zaczyna si¢ od wartoéci —= na ,,spodzie” ciecia
i dochodzimy do warto$ci += na ,,wierzchu” ciecia. Przy warto$ci m przechodzimy na
drugi ptat 1 0, rosnie dalej do wartosci 3w, dla ktérej powracamy na pierwszy plat. Jezeli
popatrzymy wzdtuz ujemnej osi rzeczywistej w kierunku poczatku uktadu, oba platy beda
tam polaczone tak, jak pokazuje rys. 6.3. Podobnie dla prawostronnego cigcia zaczynamy
na ,,wierzchu” cigcia od 0, = 0; poruszajac si¢ przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
przechodzimy na drugi plat przy 0, = 2= i wreszcie powracamy na pierwszy plat, gdy
6, = 4=. Wzdluz dodatniej osi rzeczywistej oba platy sa polaczone tak, jak pokazuje
rys. 6.3. Stosujac powyzsza umowe definiujemy

w(2) = |z—a]l2|z—b|12e/2¢12/2,

Jak pokazuje rys. 6.6, dowolny punkt z, na drugim placie moze by¢ osiggniety z punktu z,
na pierwszym placie zarowno droga idgca przez lewostronne ciecie, jak i prawostronne
cigcie. Te dwie mozliwosci rdznig sig tylko w ten sposob, ze w pierwszym przypadku 6,
wzrasta o 2w, podczas kiedy w drugim przypadku 0, wzrasta o 2n. W obu przypadkach
warto$¢ w(z) jest taka sama (réwna warto$ci funkcji w odpowiednim punkcie na pierwszym
placie z minusem), jak to musi mie¢ miejsce dla funkcji jednowartosciowej. Dzieki powyz-
szej konstrukcji w(z) = }/(z—a) (z—b) staje sie jednowartoiciowa funkcja analityczng
wszedzie z wyjatkiem punktéw z = a i z = b. Zauwazmy, ze jezeli w powyzszym przy-
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kladzie zmienimy o 2w zaréwno 8, i 0,, zaczynajac przykiadowo z ,,wierzchu™ prawo-
stronnego cigcia, to przejdziemy na drugi plat przez lewostronne cigcie i powrdcimy do
naszego pierwotnego punktu na pierwszym placie przez prawostronne cigcie. Sugeruje to,
ze rownie dobrze mogioby byé mozliwe przecigeie i polaczenie obu platdw wzdluz osi
rzeczywiste] od a do b, Dla czytelnika mozZe by¢ interesujace pokazanie, Ze ma to rzeczy-
wiscie miejsce.

4 ciecie

CIBCIE Mt

Rys. 6.6 Dwie rozne drogi, po ktérych mozna od punkiv z = z, na pierwszym placie dotrze¢ do punktu
z = zy na drugim placie. Rozpatrywana funkcja jest w{z)} = ]/(z—a} (z—5H).

Postugujac sie wprowadzonymi powyzej pojeciami mozZemy takze uzyskac sensownc
wyrazenia dla odwrotnych funkeji trygonometrycznych. Rozwazmy przykiadowo

w = arctgz,
Zapisujac to jako
1 eiw_e—zw
z = tgw = T eiw_i_e—tw 3

otrzymujemy fatwo

(1 —iz)e™ = (1 +izje~™
1 stad
1+iz
1=z

2iw __
e ==

Biorac logarytm obu stron znajdujemy
W_l_loa(l+fz)_ Lol i=2)
=2 B\T=iz) T 3 B\ixz )

arctz"ilo (H_Z
& g & f—zf

a wiec

Zupetnie jak w przypadku logarytmu, mozemy moéwi¢ o jednowartosciowych galeziach
arctgz odpowiadajacych jednowartosciowym galeziom logz. Gldéwna galaZz odwrotnego
tangensa zdefiniowana jest, jak mozna si¢ spodziewaé, w nastgpujgcy sposdb

Arctg z = % [Log(i+2z)—Log(i—2)] .

Podobne rozwazania stosuja sig do funkeji arcsinz i arccosz.
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6.3. CALKOWANIE ZESPOLONE — TWIERDZENIE CAUCHY’EGO-GOURSATA

Przechodzimy teraz do calkowania funkcji zespolonych, tego dziatu teorii, ktory jest
szczegOlnie interesujacy zardwno dla matematykow, jak i fizykéw. Ze wzgledu na odpowied-
nios¢ migdzy liczbami zespolonymi 1 dwuwymiarowymi wektorami spodziewamy sie, ze
bedziemy mogii zdefiniowa¢ calke krzywoliniowa funkcji zespolonej wzdtuz jakiejs krzywej
w plaszczyZnie z.

Niech 7 bedzie rzeczywistym parametrem zmieniajacym si¢ od 7,4 do ¢ i niech z = z(?)
bedzie jaka$ krzywa, lub konturem C, w plaszczyinie zespolonej o koficach 4 = z(24)

B = z(tg) (patrz rys. 6.7). Zaznaczamy teraz pewna liczbg punktéw #; pomiedzy ¢, i 1g
i przyblizamy krzywa przez szereg linii prostych prowadzonych od kazdego 2(t;) do z(t;,. 1).
W celu zdefiniowania catki funkcji w zmiennej zespolonej tworzymy wielko$é

n

lim w(z)dz, = f w(z)dz,
i./.!z”‘—bo i=o c

gdzie Az; = 2(t;, ) —2(t;) oraz w(z;) jest wartoscia funkeji w dowolnym punkcie z; lezacym
na C pomigdzy z(t;, ) i z(#;). Suma obliczana jest w granicy dowolnie drobnego podziatu
odcinka, ktdry przebiega rzeczywisty parametr ¢ generujac kontur od A4 do B: to zZnaczy
dla # — oo lub, co oznacza to samo, w granicy dowolnie matych Az, dla wszystkich 7.

yeh

p%usz%zymu B

x(#)
Rys. 6.7

Piszac w(z) = u(x, y)+iv(x, y) i dz = dx+idy mamy
fw(z)dz = f(udx—wdy)-}-z'f(udy-i—“vdx). (6.10)
C c C

Mozemy to zapisaC réwniez w postaci parametrycznej, wtedy

_dx _dy
dx——adt, dy = ——dt

i zatem
i

B 'B
i dx dy dy d
fw(z)dzn- f(u—d—r— 5 )dt—l—zf( _d_ )dr
C Ty T4
Dla danego konturu C biegnacego od 4 do B definiujemy kontur przeciwny, oznaczony

przez —C, ktory bedzie ta sama krzywa, przebiegang jednak od B do 4. Calka z w(2)
wzdtuz — C jest oczywiScie dana powyzszym réwnaniem, ale z t4 i tg zamienionymi miej- .

scami, zatem
fr= < L. 6.11)
C -C
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Mozna takze pokazad, ze

[+ ]= [ (6.12)

Jezeli C jest krzywa zamknigta nie przecinajaca si¢, bedziemy zawsze interpretowac JLA jako
C
caike po zamknietym konturze C przebieganym w kierunku przeciwnym do ruchu wskazo-

wek zegara.
A oto jeszcze inna wlasno$é calki, ktéra bedziemy bardzo czgsto wykorzystywac:

| cjf(z)dzl < [I1f2)l 1dz] < ML, 6.13)
C

gdzie M jest maksymalng wartoscia |f(z)| na konturze C, a L jest dilugoscia konturu.
Pierwsza nierdowno$é wystepujaca w (6.13) jest uogdlnieniem nierdwnosci trojkata
|z, 4 25| < |z1|+]z;|. Obie nieréwnoéci wyprowadzane sa dokiadnie tak samo, jak w przy-
padku rzeczywistym.

Zanim przedstawimy ogélne twierdzenia o calkowaniu funkcji zmiennej zespolonej,
wyliczymy przykladowo dwie calki postugujac sig jedynie otrzymanymi dotad rezultatami.
Najpierw obliczymy catke

I= fsin zdz
C
po dwoch drogach pokazanych na rys. 6.8: (1) C, = O0B. (2) C, = 04+ A4B.
Poniewaz
sinz = coshysinx+isinhycosx,

A B=1+i

Y

Rys. 6.8
wiec postugujac si¢ rownaniem (6.10) mamy

I= fsinzdz = _J [cosh ysinxdx—sinh ycosxdy]+i f[coshysinxdy+sinhycosxd.x],
c C C
Na krzywej C; warto$é x = y, zatem
1 1
I = (1+0) fcoshxsinxdx—(l—f)fsinhxcosxa'x = (1—cosh1cos1)+i(sinh1sin[).
0 0

Obliczymy teraz I wzdluz C,. Wzdluz drogizOdo 4 x = 01 dx = 0, a wzdtuz drogi z 4
do By = 1lidy = 0, zatem

1 1
1, = fsinzdz = — f sinh ydy+ fcoshlsinxdx+
C o 0

1
+i f sinhlcosxdx = 1 —coshlcosl+isinhlsinl = 7.
0
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Catka z O do B jest taka sama dla obu drég catkowania. W rzeczywistosci, jak udowod-
nimy poéiniej, catka jest taka sama dla jakiejkolwiek drogi — zalezy tylko od punktéw
wyznaczajacych poczatek i koniec konturu. Widzimy réwniez, ze catka po zamknigtym
konturze skladajacym sig z C; i —C, (tzn. C, przebieganego w kierunku odwrotnym) jest
zerem. Pokazemy, ze wynik ten zachowuje sie dla kazdej funkcji, ktéra jest analityczna
wewnatrz zamknigtego konturu i na nim samym.

Zauwazmy, Ze jezeli wyliczymy formalnie, zgodnie z regulami analizy rzeczywistej,
to mamy

1+i
I =l e f sinzdz = —cosz|§* =1—cosh1cos1+isinhlsini,
0

gdzie postuzyliSmy si¢ réwnaniem (6.9). W dalszym ciggu udowodnimy takze to ,,podsta-
wowe -twierdzeiie analizy funkeji zespolonych”, ktére jest stuszne w kazdym obszarze,
w jakim funkcja podcatkowa jest analityczna.

Jako drugi przyklad, sprébujmy scatkowaé funkeje f(z) = z* po kole jednostkowym
o Srodku w poczatku ukladu, obiegajac kontur w kierunku przeciwnym do ruchu wskazd-
wek zegara. Wartosci z na tej krzywej dane sa réwnaniem z = e”, gdzie 6§ zmienia si¢
od 0 do 2r, zatem

2
I = )[ 2*dz = f e~ Yl = Imi.
¢ b

Poniewaz zz* = 1 na C, otrzymujemy takze rezultat

1

f—dz = 27,
z

¢

Zadna z tych catek po zamknigtym konturze nie jest zerem. Jak zobaczymy ponizej, wynika
to z faktu, ze z* nie jest nigdzie analityczna, a zatem nie jest analityczna wewnatrz
konturu C i na nim, a z=* nie jest zina!ityczna w punkcie z = 0, ktéry lezy wewnatrz C.
Oba przyklady wyjasnia
Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli funkcja f(z) jest analityczna na jakim$§ zamknigtym
konturze C i wewnatrz niego i f(z) jest ciagla na tym obszarze, to

f f(z2)dz = 0.

Podamy dwa dowody tego twierdzenia:
Dowaod 1.

§ flz)dz = § (udx—vdyy+i § (udy+odx).
¢ i

c L]

W celu obliczenia dwéch calek krzywoliniowych stojacych po prawej stromie uzywamy
twierdzenia Greena o catkach krzywoliniowych. Stwierdza ono, ze jezeli P i Q sg ciaglymi
funkcjami na zamknigtym konturze C i wewnatrz niego, to

j(de-I-Qdy): J;f(—g—%-q%)dxdy,
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gdzie R jest powierzchnig ograniczong przez C. Z zalozenia f'(z) jest ciagle, pierwsze pochod-
ne czastkowe u 1 v sa wige takze ciagle. Z twierdzenia Greena wynika zatem, ze

f(udx—vdy)+i {(udyﬂdx) .

[

C
ou dv , ou ov

Poniewaz réwnania Cauchy’ego-Riemanna sa spelnione, wszystkie powyzsze funkcje pod-
catkowe znikaja. Wobec tego

§ fz)dz = 0.

c.b.d.o.

Dowdd 2. Twierdzenie Cauchy’ego mozna réwniez dowieé postugujac sig twierdzeniem

Stokesa, ktére jest $cisle zwiazane z twierdzeniem Greena, a jest by¢ mozZe lepiej znane.
Piszemy

§ fydz = {F-di+i{G-a,
C C c

gdzie
F=ui—vj, G=vity i dl=dxit+dyj

Niech S bedzie obszarem sktadajacym sig z konturu C i jego wnetrza. Poniewaz warunki
Cauchy’ego-Riemanna spelnione sg na §, wynika stad, ze (VxF), =0i (VxG), =0
na obszarze S, gdzie z oznacza k-ta skladowa rotacji w kierunku k, np.

H—v) Ou

(VXF)Z= ax——a'y—=0

dzigki rownaniom Cauchy’ego-Riemanna. Poslugujac sig teraz twierdzeniem Stokesa,
ktorego wazno$é zalezy od ciaglosdci czterech pierwszych pochodnych czastkowych u i o,
mamy

{f@dz= fF-di+i§G-dl = [(VxF)-dS+i [(VxG)-dS =
C c c & h

= [(VxF).dS+i [ (VxG).dS =0,
8 s

gdzie dS = kdS,
¢.b.d.o.
Mozliwe jest udowodnienie twierdzenia Cauchy’ego bez zakladania cigglodci f(2).
Wynika to z faktu, ze kazda funkcja analityczna w jakims obszarze ma tam z koniecznosci
ciggla pochodng. W rzeczywistosci, jak udowodnimy, funkcja analityczna ma pochodne
dowolnego rzgdu i wszystkie te pochodne sa ciaggle, przy czym ciaglo$é m-tej pochodnej
Jjest konsekwencja istnienia pochodnej rzedu n+1. JednakZe ten rezultat dotyczacy wyz-
szych pochodnych bedziemy mogli otrzymaé dopiero potem, jak pokaZemy, Ze ciaglosc
f'(z) nie jest konieczna do udowodnienia twierdzenia Cauchy’ego.
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Zlago.dzenie lub ostabienie zalozen, przy ktérych
} fydz = 0,
&

ma zatem zasadnicze znaczenie, W rzeczywistosci jest to centralny punkt teorii funkcji
analitycznych. Niektorzy autorzy (nigdy matematycy) definiujg funkcje analityczna jako
funkcje rézniczkowalng o ciaglej pochodnej. Centralny rezultat teorii wynika wtedy
w sposOb trywialny, jak widzielismy z poprzedniego twierdzenia. Jest to jednak matema-
tyczne oszustwo kosmicznych rozmiaréw. Goursat pierwszy udowodnit, ze warunek,
aby f'(z) bylo ciggle, jest zbyteczny. Wiasénie rezultat Goursata jest tym, co odréznia w is-
totny sposob teori¢ calkowania funkcji zmiennej zespolonej od teorii calek krzywolinio-
wych na plaszczyznie rzeczywistej. Chociaz twierdzenie to nazywane jest czesto twierdze-
niem Cauchy’ego, ,,cz¢$¢ Goursata” daje mu rzeczywistej matematycznej mocy. Dowodzac
to twierdzenie begdziemy opieraé si¢ na rozumowaniu zaproponowanym przez Franklina
1 Knoppa.

Twierdzenie Cauchy’ego-Goursata. Jezeli funkcja f(z) jest analityczna na zamknigtym

keaturze C 1 wewnatrz niego, to f fzyde = 1,
C

Dowdd. Udowodnimy to twierdzenie najpierw dla obszaru tréjkatnego; latwo je
nastgpnie rozszerzy¢ na dowolny obszar. Niech R oznacza zamknigty obszar skladajacy
si¢ z punktow lezacych wewnatrz i na brzegu trdjkata ograniczonego zamknigtym
konturem 7 o calkowitej dilugo$ci L. Poniewaz f(z) jest analityczne na R,
f(z) istnieje na R i zatem f{z) jest ciagle na R. Podzielimy teraz R na mniejsze tréjkaty, jak
pokazuje rys. 6.9. Kazdy mniejszy trojkat jest podobny do pierwotnego tréjkata, ale jego
boki i obw6d sa o potowe krotsze. Granice matych tréjkatéw oznaczymy przez Ti(i = 1,
2, 3, 4). Oczywiscie

§ f@dz = Y § f2)dz,
T i=1 17

L

Rys, 6.9

gdzie wszystkie kontury przebiegane sa w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek ze-
gara. Wszystkie trzy boki trojkata 3 przebiegane sa w obu kierunkach i zatem catki wzdhuz
tych odcinkéw znosza sig. Stosujac do tego réwnania nieréwnoéé tréjkata otrzy-
mjemy

4
f o< 3| f o]
i =1 "Fi

Dowdd polega na pokazaniu, Ze wielkosé po lewej stronie jest dowolnie mala.
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Niech teraz C, oznacza trojkat, ktory daje najwickszy wklad do powyzszej sumy.
Mamy wtedy

'jﬂf(z)dzt < 4Eff(z)dz{,
T ¢ '
odzie dlugosé C; = L; = L[2. Powtorzymy teraz ten proces na trdjkacie ograniczonym

przez C,. To znaczy znajdziemy kontur C, ograniczajacy taki trojkat wchodzacy w skiad
Cys 28

f foydz| < 4l { fyez
& Ca

gdzie diugo$é C, = L, = L/22. Jezeli podziat jest powtdrzony n razy, otrzymujemy taki
szereg tréjkatnych konturow C,, zawartych jeden w drugim, Ze

f1@d| < #| { farde], (6.14)

gdzie dtugo$é C, = L, = L[2". W celu zakoficzenia dowodu musimy pokazac, iz
f @]
Cn

maleje z n szybciej niz 4" wzrasta z n.

Oznaczymy przez R, zamknigty obszar skladajacy si¢ z C, i punktéw wewngtrznych
powstalego przy n-tym podziale tréjkata ograniczonego przez C,. Jest oczywiste, Ze kazdy
punkt R,,, nalezy do R, i w miar¢ jak » — oo, ten cigg zawartych jeden w drugim
domknietych zbioréw zbiega si¢ do jakiego$ pojedynczego punktu zo, ktéry zawiera sig
w kazdym R, i takze w R. (JeZeli R jest kontynentem afrykanskim i wybieramy R, jako
ten obszar, ktdry zawiera najwickszego lwa w Afryce, mamy algorytm zlapania wielkiego
lwa — po prostu budujemy klatke wokét z,.) Poniewaz f(z) istnieje, z definicji wynika,
ze dla kazdego & istnieje takie &, ze jezeli tylko Q < |z—2zo| < 6, to

Lf@mzﬂ%)_f

|
S <.
4]

Rozwazmy teraz funkcje g(z) zdefiniowang przez
f(2)—f(zo) _f

g(z) = £—%0

0 dla 7z =z,

(zo) dla z # zy

Zauwazmy, ze |g(2)] < s, jezeli |z—zo| < 6, to g(z) jest zatem ciagle w z = z,.
Funkgcja f(z) jest wiec dana dla wszystkich punktéw z nalezacych do R przez

J(2) = flzo) +(2—20) f(z0) +(z—20) £(2)-

Uzyjemy tego zwigzku do obliczenia jf f(z)dz. Dwa pierwsze czlony sg calkowitymi funk-
Cxn

cjami z (z, jest stale) o pochodnych wszedzie ciaglych. Mozemy zatem zastosowac weze-

$niejsza wersje twierdzenia Cauchy’ego i stwierdzimy, Ze

f[f(zoj +(z—20) f(zo)ldz = 0
C;



dla wszystkich 7, zatem
$ Dz = § (z-20) g(2) e,
oy Gl

Dokonujemy teraz wystarczajaco wielu podzialéw (tzn. wybieramy » dostatecznie duze)
tak, aby 2" > L/d, wtedy L, = L/2" < 8. Ponadto dla kazdego punktu z na C, wartoéé
lz—zo| < L, < 0, poniewaz z, lezy wewnatrz R, i odleglo$é od dowolnego punktu we-
wnatrz do dowolnego punktu na obwodzie tréjkata jest oczywiscie mniejsza niz obwéd
tego tréjkata; zatem dla |z—zol < & 1 |g(z)] < ¢ wynika, Ze [(z—z,)g(z)] < L, Stad
mamy, iz

7@z = | =20 gede| < Lis = (LY = eL3ja

¢ . .

Cn

przy czym skorzystalismy z réwnania (6.13). Z réwnania (6.14) wynika teraz, ze
: ,ff(z)dz\ = el2
T ‘

Poniewaz L jest ustalonym skofczonym obwodem trojkatnego obszaru R, a ¢ jest dowolne,
mozemy uczynic wielko$¢ ¢L? mniejszqg od jakiejkolwiek zadanej uprzednio liczby &',
Wobec tego

if‘f{z)a’;z[ =0 i stad j%f(z)dz == i)
E ' T

Dowodzi to twierdzenia Cauchy’ego-Goursata dla trojkatnych konturdw.,

Nie bgdziemy podawaé formalnego rozszerzenia tego wyniku na przypadek dowolnego
obszaru, poniewaz metoda postgpowania i wynik 34 jasne i proste. Majac dowolny kontur C
wpisujemy w niego wielokat. Kazdy wielokat moze byc¢ roztozony na sume trojkatow, wiemy
wige, ze twierdzenie zachowuje stuszno$é dla wiclokata o dowolnej liczbie bokdw. Jest

jasne, ze roznica

§ [z~ § fiydz!,

& b2
gdzie P jest obwodem wielokata wpisanego w C, moze by¢ dowolnie mala, jezeli wybraé
wielokat z wystarczajaco wiclka liczba bokéw. Dowodzi to twierdzenia Cauchy’ego-Gour-
sata dla obszaru o dowolnym ksztatcie,

Podeczas przeprowadzania dowodu zakladaliSmy milczaco, ze obszar R jest obszarem
jednospéinym. Oznacza to, ze kazdy zamknigty kontur zawarty w R obejmuje tylko punkty
nalezace do R. Przypuéémy jednak, ze obszar R ma jeden lub wigcej ,,wycietych” podob-
szarow. Byloby zatem mozliwe skonstruowanie krzywych wokét tych ,,dziur” w taki sposob,
ze krzywe te lezatyby catkowicie w R, ale zamykalyby wewnatrz punkty nie nalezace do R.
Obszary takie nazywaja sie obszargmi wielospdinymi. Twierdzenie Cauchy’ego nie jest
stuszne dla dowolnych konturéw w obszarach wielospdjnych.

6.4. KONSEKWENCJE TWIERDZENIA CAUCHY'EGO

Najwigkszy wysitek jest poza nami; bedziemy teraz badad niektére gldwne nastepstwa
twierdzenia Cauchy’ego.
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Niezaleino$¢ od drogi
Udowodnimy najpierw, Ze jezeli funkcja f(z) jest analityczna w obszarze R, a C( i C,
leza w R i maja wspolne punkty poczatkowy i koncowy, to

[fdz = | fdz.
Cy Cx

Dowdd wynika natychmiast z zastosowania twierdzenia Cauchy’ego do konturu zamknig-
tego skiadajacego sie z C, i —C,, jak pokazuje rys. 6.10,

f+ f-o=f--1-]

przy czym korzysta si¢ z rOwnania (6.11).

Rys. 6.10

Podstawowe twierdzenie apalizy

Z naszej dyskusji niezaleznosei calki od drogi wynika, Zze réwnanie

Az = f AzHdz

definiuje jednoznaczng funkcje z, jezeli f(z’) jest analityczna w obszarze zawierajacym drogg
miedzy z, i 2.

Twierdzenie. F(z) jest analityczne 1 F'(z) = f(2).

Dowgdd:

z+dz
Flz+Az)—F(z) = j fiHdz,

gdzie droga od z do (z+ 4z) moze byé przyjeta jako linia prosta. MozZemy napisaé

z4dz z+ Az

A2 = {.g? f &z = _j% J A2z

i stad wynika, 7e

Fz+Az)— F(z) 1 spde
T fey = [ 1) Rl

z
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Funkcja f(z) jest ciagla, poniewaz jest analityczna; zatem dla wszystkich & > 0 istnieje takie
0 >0, ze jezeli [Z7—z| < 8, to ((2)—fZ)] < e. Weimy teraz 0 < |4z] < 6. Wtedy

mamy
z4dz

F(z+A42)— F(z) 1 _
| - —f(z)J < smf ld2| = e.

z

To znaczy, ze

@) = fim FE+49—FG)
420 Az

= f(2).

Funkcja F(z) jest zatem analityczna i jej pochodng jest f(z).

Zatem calka F(z) z funkcji analitycznej f(2) jest analityczna funkcja gérnej granicy calki,
o 1le droga calkowania zawarta jest w obszarze R, w ktorym funkcja podcatkowa jest ana-
lityezna. Z powyzszego wynika natychmiast podstawowe twierdzenie rachunku calkowego

b b a
[ f@dz = [fydz— [ fardz = Fb)~ ),

gdzie a i & sa punktami z obszaru R i F'(2) = f(z), tzn. F(z) jest funkcja pierwotna f(z).
Zauwazyliémy juz poprzednio, Ze ten sposob obliczania calek stosowat sig w szczegblnym
przypadku do catki z sinz od e =0 do b = 147 (patrz paragraf 6.3).

Calkowy wzor Cauchy’ego

Udowodnimy teraz jedno z najbardziej uzytecznych twierdzed w calej matematycznej
fizyce.
Twierdzenie. Jezeli f(2) jest analityczna wewnatrz jakiej$ zamknigtej krzywej C i na tej
krzywej, wtedy dla kazdego punktu z, wewnatrz C
1
@ .

Szo} = 2m’IC Z—2,

(6.15)

Dowdd. Narysujmy wewnatrz krzywej C okrag C, o promié-niu r wokét z, 1 rozwazmy
krzywa pokazana na rysunku 6.11. Sklada si¢ ona z okregu C, i krzywej C polaczonych
dwoma prostoliniowymi odcinkami L, i L,, kt6re leza dowolnie blisko siebie. Nazwijmy
ten caly kontur C'. Rozwazmy teraz

D 4 D [L s f 1O 4y [ SO 4
L.

Z—2Zg z—z z—z z—2Z,
C’ L4 g o . Ly

Wewnatrz C” wyraZenie f(2)/(z—z,) jest anmalityczne, a wigcc z twierdzenia Cauchy’ego-
Goursata

f /) dz = 0.

Z2— Zg
Gdy zblizamy teraz liniowe odecinki L, 1 L, dowolnie blisko siebie,
PN 2b

2=~ Gl
L e L, :
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poniewaz odcinki te przebiegane sg w przeciwnych kierunkach. W granicy mamy wigc

/&) dz =0'= ——j:gﬁ*dz-i- jg_f(z) dz

Z—2q J 2—Zg
¢

zZ—2z
skad

¥

Rys. 6.11

Zauwazmy w tym miejscu, Ze 50 rozpatrywane jako osobny kontur, tzn. nie jako cze$é
C’, jest przebiegane w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara. Zdefiniujmy wobec

tego Cy = —C‘},, tak ze C, jest teraz przebiegane w kierunku przeciwnyri do ruchu wska-
zoéwek zegara (tak jak C). Mozemy wtedy napisac
E Z — ZO c"o Z —_ Z[}

Zauwazmy, ze dla potrzeb powyzszych rozwazan C, nie musi by¢ okregiem, réwnie dobrze
mogiby to by¢ dowolny kontur zamknigty, lezacy catkowicie wewnatrz C i tak samo zo-
rientowany. Ostatnie réwnanie mozemy napisa¢ w postaci

LD - i) }%dz SO-1)

Co

Skorzystamy teraz z faktu, Ze C, jest okrggiem, piszac z—z, = re’’ na konturze C,.
Pierwsza calka po prawej stronie wynosi zatem

2Zr . i
dz ire’db )
= e = 27?1
Z—Zy ret
0

Co
dla wszystkich » > 0 wewnatrz C. Wzdr Cauchy’ego bedzie zatem dowiedziony, jezeli
mozemy pokazac, ze druga catka znika dla jakiego§ wybranego konturu Cg. Ciaglosé f(z)
W zo méwi nam, ze dla kazdego e > O istnieje takie 6, Ze jezeli |z—zo| < 6, to
[/(z)—f(zo)| < &. Biorac wigc r = & spelniamy réwnanie [z—z,] = 6, co z kolei pociaga
za soba

z—7Z, |z —zo|

|ff(f>-f(»’fo) iz l VE=SCN 11 < % (2ms) = 27,

a
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Biorgc wigc dostatecznie male r, ale ciagle wigksze od 0, mozna osiagnaé to, ze
bezwzgledna wartosC catki bedzie mniejsza od dowolnej uprzednio zadanej liczby,

skad

@) dz = 2nif(z,).

zZ—2z,

Wynik ten jest kolejna wskazéwka zadziwiajaco siluej wewngtrznej struktury funkcji
analitycznych. Oznacza on, Ze jezeli funkcja jest analityczna na konturze C i wewnatrz nie-
g0, to wartosc tej funkeji w kazdym punkeie wewnatrz C okreélona jest przez jej wartosci
na ograniczajgcej krzywej C. W elektrostatyce znany jest nastepujacy rownowazny rezultat:
Jjezeli rzeczywista funkcja u(x, y) jest ustalona na pewnej krzywej zamknietej i jezeli V2u = 0,
to u okreslone jest wszedzie wewnatrz tej krzywej. Funkcja analityczna zbudowana jest
z pary takich funkcji harmonicznych. Moglibysmy, gdybySmy cheieli, studiowaé ,,teorie
funkeji harmonicznych” zamiast ,teorii funkcji analitycznych’”,

Pochodne funkcji analityczaych

Uzywajac catkowe]j formuly Cauchy’ego mozemy udowodnié, ze wszystkie pochodne
funkcji analitycznej sa analityczne. Analogiczne twierdzenie dla zmiennej rzeczywistej
nie jest prawdziwe: funkcja, ktéra jest raz rézniczkowalna w jakims obszarze, nie jest
koniecznie w tym obszarze réZniczkowalna nieskoriczenie wiele razy. Na przyktad funkcja
J(x) = x|x| ma pochodna f'(x) = 2|x|, ktéra jest wszedzie ciagla, jednakze f'(x) nie jest
rézniczkowalne w x = 0,

Jezeli zrézniczkujemy obie strony calkowego wzoru Cauchy’ego zmieniajac porzadek
rozniczkowania i catkowania, otrzymamy

Py s PRy (6.16)

- e
2:':.{C (z—20)

Poniewaz z, jest dowolnym punktem wewnatrz C, mozemy go przyjac jako zmienna. Aby
dowiesc tego wzoru Scisle, zauwazmy, ze uzywajac calkowego wzoru Cauchy’ezo mozemy
napisac

Fzy) = lim {(ﬁ)_ﬂfg_zﬁ e }i_ lim {[M__E)_] ___é_, <
Zi—+Zg Z1—Zy 25i zl..y,zc,(_r, Z—Z; Z—=Zg Z1—Zy
ey, Sz
= —— Jim e S A—— |
27 zl-wrgj (z—21)(z—2p)
skad
ifs __,L, _'__f(z)__ 7*«...1 fim [ .
S )5 j e v Balaiss j (9| e ™
UL T A /2
e | =g I 1 ¥ ey
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Oznaczajac z; — 2o = g¢®, mamy

’ 1 f(2)
lf (7o) = Zm'(f (z—zo)* -

Zastgpujac |z —z,| przez wartos¢ minimalng, powiedzmy u, a | f(z)| przez warto$é maksymal-
na M, otrzymujemy

| (2)] |dz]

27 w0 & ?(Z“Zo)—ﬂew! Iz—folé‘ i

1 flz) i 1 ML . £
4 o —_— | :__<“ —— ==
S zo) 27 2 (z—2z0)" dz‘ 2 u? Z% U—e ¥y

gdzie L jest dlugoscig konturu. UdowodniliSmy w ten sposdb réwnanie (6.16). Powtarzajac
rozumowanie otrzymujemy

1) = e § LD

21k p (z—2z¢)?

i 0ogdinie dla n-tej pochodne;j

ooz — f f& . (6.17)

27 (z—zo) !
[

Wynik ten mozna latwo udowodni¢ przez indukcj¢ w ten sam sposdb, w jaki dowodzilismy
rown. (6.16). Funkcja f{z) ma wige wewnatrz C pochodne wszystkich rzeddw, wicc k-ta
pochodna f(z) jest ciagla, bo (k+1)-sza pochodna istnicje. Jezeli zatem napiszemy
f(2) = ulx, p)+iv(x, y), to pochodne czastkowe u i v wszystkich rzedéw sa ciggle, gdy tylko
funkeja f jest analityczna. W naszym wyprowadzeniu réwnania (6.4) mozemy wobec tego
opusci¢ zadanie, aby drugie pochodne czastkowe byly ciagle; ich ciaglosé jest zagwaran-
towana przcz analitycznosc f.

Twierdzenie Liouville’a. Jezeli funkcja f(2) jest catkowita i |f(2)| jest ograniczona dla
wszystkich wartodci z, wtedy funkcja f{z) jest stala.

Dowdd. 7 calkowej formuly Cauchy’ego znalezlismy, ze

o ' Ro)
fi(zo) = 5 {E ( dz,

2 z—7p)*
Jezeli wezmiemy € w formie okregu |z—zo| = r,, wtedy
: L] L) 1 M
Fizsll & ess { PR ] s B, =
£zl < 27:1;., ooy e < e M2 = =,
(64

gdzie [f{z)] < M wewnatrz i na konturze C,. Zatem If(z0)] < M/[ro 1 moZzemy wziaé rg
tak duze, jak nam si¢ podoba, poniewaz funkcja f(z) jest catkowita. Biorac za$ r, dosta-
tecznie duze, mozemy uczynié¢ |f(z,)| < ¢ dla kazdego uprzedniego zadanego s To
znaczy |f(zo)] = 0, co pociaga za soba f'(z,) = 0 dla wszystkich z,, skad f(z,) = const,
c.b.d.o.

Przyklad. Funkcje calkowite sinz i cosz nie moga byé ograniczone. Z réwnan (6.8)
1(6.9) jest jasne, Ze nie sa.

A
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Podstawowe twierdzenie algebry

To twierdzenie, kt6re trudno dowiesé algebraicznie, prosto wynika z twierdzenia Liou-
ville’a i stanowi godny uwagi zwigzek migdzy analiza i algebra. Przedstawiamy tu dowéd
ze wzgledu na jego ogromna prostote i elegancje.

Twierdzenie. Jezeli P(z) = ag+a,z+ ... +a,z" jest wielomianem od =z pierwszego

lub wyzszego stopnia, to réwnanie P(z) = 0 ma przynajmniej jeden pierwiastek.
Dowdd. Zrébmy zalozenie przeciwne, mianowicie P(z) # 0 dla dowolnego z. Wtedy funkcja
1/P(z) jest calkowita. Co wiecej [1/P(z)| = 0 dla |z| » <0, a wiec [1/P(2)| jest ograniczone
dla wszystkich z. Zatem z twierdzenia Liouville’a wynika 1/P(z) = const, co stanowi sprze-
cznos¢, poniewaz P(z) jest stopnia pierwszego Iub wyzszego. Stad P(z) = 0 przynajmniej
dla jednej wartosei z, ‘c.b.d.o. s

6.5. TRANSFORMATY HILBERTA I WARTOSC GEOWNA CAUCHY’EGO

Przy studiowaniuréznych ukladéw fizycznych zdarza sig czgsto, ze mamy do czynienia
z funkcjami o wartogciach zespolonych—wspdtezynniki zalamania, podatnode elektrycznej
1 magnetycznej, amplitudy rozpraszania, zawady itp., ktére maja sens fizyczny tylko wtedy,
gdy argument funkeji (ktéry mégtby przykiadowo by¢ czgstoseia lub energia) przyjmuje
wartodci rzeczywiste. W wielu przypadkach jest mozliwe uzyskanie, za pomoca praw rza-
dzacych uktadem, informacji o ogolnych wlasnosciach takich wiasnie £ unkeji, gdy argument
jest zespolony; na przyklad moze sie okaza¢, ze funkcja jest analityczna w pewnym obszarze
plaszczyzny zespolonej. Poniewaz dane eksperymentalne mozna uzyskaé tylko dla rZeczy-
wistych warto§ci argnmentu, interesujace jest sprawdzié, czy mozemy uzy¢ ogdlnych wia-
snoéci, takich jak analityczno$é, do wywnioskowania zwiazkéw migdzy rzeczywistymi
wielkosciami majacymi bezposrednie znaczenie fizyczne. Podstawa realizacji takiego pro-
gramu sg pary transformat Hilberta, ktore bedziemy badaé w tym paragrafie.

Zacznijmy od rozwazenia funkcji f(z), ktéra jest analityczna w gornej pok-
plaszezyznie i ktéra jest taka, ze |f(z)] = 0, gdy |z| » o w gdrnej pbiplaszezyznie, (Zau-
wazmy, Ze jedyna funkcja, ktéra jest w stanie spelni¢ te warunki w calej plaszczyZnie, jest
S = 0.) Rozwazmy teraz catke po konturze

s S dz,

Z—u

.

gdzie C jest konturem pokazanym na rysunku 6.12 | « Jest rzeczywiste. Z zalozenia f(z)
jest analityczne wewnatrz i na C, tak samo jak wyrazenie 1/(z—u«), zatem

}l(_z:)_adz = (.
Z—u
Podzielmy t¢ calke nastepujaco

&—0 R
i(z—)—dzz f —@dx+ j_f(i)_dz_,_ [k@:a’x—i— j —“{(El_dz =0,
Z—0o % X— 5 ZES - o35 = SR &

gdzie § jeSt_promieniem malego potokregu S; centrowanego w x = #, a R jest promieniem
duzego polokregu S centrowanego w $rodku ukladu wspéhrzednych, tak jak pokazuje
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rys. 6.12. Promlen & moze by¢ wybrany dowolnie maly, a promien R mozZe by wybrany
dowolnie duzy. W granicy dowolnie malego 4 wielkos¢

) 0,
[ LB [ L2

a4

nazywana jest wartodciq giéwna calki z f(x){(x— o) 1 jest oznaczana przez
’ R
SO 4
X—0

-R

Y

¥

_R 0 o it bR

Rys. 5.12 Kontur C uzywany przy wyprowadzanin réwn. (6.18), Promien R pélokregu Sg mozna dowolnie
powickszyé 1 promien & pélokregu Sy mozna tak bardzo zmniejszyé, jak sobie tego zyczymy.

Ponizej powiemy wiecej o tej calce. Wzdluz duzego pélokregu S; polozymy teraz z = Re'®
tak, Ze

L(;)—dz =I.f f(Rew) Reido

; Z— Re¥d — o
R
1 stad
L0 Ll R OFe
IS Z—;dz‘é R—o] Gf]f(Re&)]dﬂ,
poniewaz

[Re®—a] = |R*+a®—2Ruacosh|M? > [R?+ a2 —2Ra]'? = |R—q].

Aledla R - o0, |f(z)] = 01 R/|R--u| — 1. Wobec tego catka po pélokregu o promieniu R
moze by¢ dowolnie mala, o ile wybierzemy wystarczajaco duze R. MoZemy zatem
napisac

lim P —J{%—dx = — f%dz = —f(a) f ff(z)_f(a)

H-+00
-R S

gdzie dodaliémy i odjeliémy bzionJ [fl)/(z—a)ldz. Kladge z—a = 8e” w pierwszej
5

calce po prawej stronie tego rOwnania znajdujemy, ze

el

Q
£ = —ifw [ = infia),
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zafem

R |

; * f(x) ol £ ) =)

él_’r?opl_x_a dx = inf(a) SJ PEZTE g
[

Poniewaz f(2) jest ciagle w z = o, argument uzyty przy wyprowadzaniu catkowego wzoru
Cauchy’ego méwi nam, e ta ostatnia catka po S, znika. Stad
lim P f (x)

R—=ow

= inf(x).

Dla uproszczenia notacji zapiszemy to po prostu jako

P f j:(fl ="y, (6.18)

gdzie f(x) jest funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej. Mozemy tg funkcjg zapisac
w postaci

A(x) = fr(x)+ifi(x).

Przyréwnujac rzeczywiste i urojone czeSci w réwnaniu (6.18) otrzymujemy

ﬁm:éwj°§2&, N (6.199)

Ja) = —

' R “(x) (6.19b)

Kazda para funkciji, ktére spetniaja réwnania (6. I9a) i (6.19b), nazywana jest parg transfor-
mat Hilberta. Zauwazmy, iz réwnania te méwia nam, ze jezeli fi(x) = 0, to fr(x) = 0.
Warto$é gléwna catki jest, jak widzimy, sposobem unikania osobliwosci na
drodze calkowania: catkuije si¢ do odleglosci & od osobliwosci, przeskakuje nad osobliwoscia
catkuje od odleglosci & za nia. Przepis ten pozwala nadaé sens takim catkom
jak
R
dx
e

Chcieliby$my, aby ta calka zerowala sig, poniewaz catkujemy nieparzysta funkcje po syme-
trycznym obszarze. Jezeli jednak nie postawimy P przed ta calka, osobliwod¢ w x = 0
powoduje, Ze calkowanie nie ma sensu. Postepujac zgodnie z przepisem na wartosc
gléwna calki latwo mozemy powyzsza calke obliczyC. Mamy

-dd_ Rd
P __,u[ _x+f_x_].
d=0 X ¥, o
—R P

Polézmy w pierwszej calce po prawej stronie x = —y, wtedy

‘d [ d
B ﬁ_ﬁ[fl+Jj}
A= 0 y ; X




Suma Jdwoch caleh w nawiasie jest zerem, poniewaz

Zatem

W podobny sposéb mozemy wyliczye

R R
dx . [ dx - dx
Pf = lim B 2 J : .
x—a ss0| J x—a - x—a

—R —R a+d
Kladac ponownie x = —y w pierwszej calce po prawej stronie znajdujemy, ze

R d—a
P f dx = iim[f —Ey— +ln(R—a)-1né] =
X 50 g y‘i"a

= lim [Ind —In(R+ a)+1In(R—a)—Ind),

60

zatem

R
PIE—-—#In(R_d), —R<a<R
a R+a

W przypadku catki

WO
x—a
réwnanie (6.20) prowadzi do
R R
P J ,.\x) J f:(g)d Lp ’ f(?:];(a) dx
-R R '

lub

f S (f)_d = fla)In (Ru‘i) +P f)-Ra) .
% R+a J X—d

—R

(6.20)

(6.21)

Czesto bedzie si¢ zdarzaé, ze druga calka po prawej stronie réwn, (6.21) nie bedzie osobli-
wa w x = « [np. bedzie to miato miejsce, gdy f(x) jest rézniczkowalna w x = df, tak ze

symbol P mozna opusci¢. Pozostawiamy czytelnikom uzyskanie rownania

R
p ‘" f(x)
J ox®

]

Pl —f()

’

R-a 1)1,
(—fex-a)“’ f o

0

(6.22}
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‘ktore jest Scifle zwiazane z réwn. (6.21). W celu zilustrowania metody wartosci
. glownej, a takZe ilustracji uzycia réwnan (6.19a) i (6.19b) rozwazmy funkcje f(z) = 1/(z+1).
Funkcja ta spelnia wszystkie zalozenia zrobione przy wyprowadzaniu réwnafi {6.19a)
i (6.19b). Widzimy, ze :

Sr(x) = Ji(x) = ——

x2+I
Zbadamy réwnanie (6.19b). Zapiszemy je w postaci

R_m f fﬁfg dx = —nfa).

Chcemy sprawdmc czy f(z) = 1/(z+z) spelnia te relacje. Uzywajqc rownania (6.21) mamy

lim f Jx(x) ) dx [fR(oc)ln( )+P f i-ri@—:-gﬁ@ dx]. (6.23)
Poniewa? teraz fr(x) = x/(x*>+ 1), znajdujemy, ze |
Sr(x)—fr(2) - 1—ax
X—a T (@ +D(x*+1D)

mozemy wigc po prawej stronie réwnania (6.23) opuscié znak wartosci gléwnej. Mamy

réwniez
. R—u!
lei 1n(R+a) G

‘réwnanie (6.23) przyjmuje wiec postaé

R R R
. Jr() ,1 f l—ox , 1 f dx
AI.P;P s +1 13_?30 x2+1 o= a?+1 Rh—fl; x2+1°
_ -R oy -R
poniewaz x/(x*+1) jest funkcia nieparzysta. Zatem
R
: Sr(x) 2 . e
Hete ] = —m—= =7
g?:gp )Xo o w?+1 RE?Q arcigh a?+1 m/1(%)

I réwnanie (6.19b) jest wobec tego rzeczywiscie spelnione. Pozostawiamy czytelnikowi
pokazanie, ze réwnanie (6.19a) jest takze spelnione. Jest oczywiste, ze réwnanie (6.21)
jest bardzo uzyteczne w polaczeniu z réwnaniami (6.19a) i (6.19b), poniewai przy
zatozeniach zrobionych przy wyprowadzaniu tych réwnaf f(2) jest rézniczkowalne w z = a.
Zatem

Filo) = f BRI o, (6.240)
Fild) < __i__ f {!‘:("’;){{?“l@dx, (6.24b)

gdzie w przypadku jakich$ niejednoznacznosci

w© R
J = lim f .
— R*W—R
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Metody te moga by¢ czasami uZyte do obliczania rzeczywistych calek oznaczonych.
Na przyklad rozwazmy funkcje f(z) = ¢, Funkcja ta jest wszedzie analityczna i jezeli
napiszemy z = Re', wtedy |f(z)| - 0, gdy R — oo dla wszystkich 6 takich, ze 0 < § < =.
Nie jest to dokladnie to samo, czego uzywali§imy powyZej dla pokazania, Ze catka po duzym
polokregu z f(2)/(z—o) znika (cho¢ byloby.tym samym, jezeli mielibySmy 0 < 6 < =),
Jednakze czytelnik moze pokazad, Ze dla f(z) = e wkiad od duzego pélokregu
znika i réwnania (6.19a) i (6.19b) sa spelnione. W takim razie fr(x) = cosx 1 fj(x} = sinx,
uzywajac wiec réwnania (6.24a) uzyskujemy

v o]

1 sin x — s -
cose = — f —de‘. _
ki xl_— .
—o
Poniewaz sinx—sino = Zsm-z—(x-cx) cos —.2—(x+ o), widZimy, 2¢ rzeczywiscie wyrazenie
podcalkowe nie jest osobliwe w x = a. W przypadku szczegélnym'oz = 0 znajdujemy, Ze .

I = —1— f e dx,

T X
-0

to znaczy

w

sinx
f dx = m.
*

=0

Na podstawie tego rezultatu z wlasnoéci symetrii otrzymamy takie

eel

* sinx T
dx = —.
j x 2

0

Widzimy tutaj, Ze oscylacje sinx, gdy x jest duze, zapewniaja zbieznos¢ catki, nawet mimo-
Ze wyrazenie
;o
f —dx
X
1

jest rozbiezne. Jest to anaiogiczne do faktu, Ze szereg naprzemienny

Z (Ml)"“%(-——- in2)

o
zbiega sig, podczas gdy ' (1/m) jest rozbieiny.
=l

6.6. WPROWADZENIE DO ZWIAZKOW DYSPERSYJNYCH

Réwnania wyprowadzone w poprzednich paragrafach sa interesujgce same w sobie
z matematycznego punktu widzenia. Jednakze fizyk chee. oczywiscie wiedzied, czy istnicja
jakie$ uklady fizyczne, do ktérych moina otrzymane rezultaty zastosowac. Pokazemy
teraz, 7e przy dosyé ogblnych, fizycznie umotywowanych zaloZeniach, mozna znaleé
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wielkosci fizyczne posiadajace analityczne whasnosci niezbgdne do tego, aby mogly one
speia¢ zwiazek transformat Hilberta. W szczegotowych zastosowaniach skupimy uwage
na elektromagnetyzmie, wiele z naszych rezultatéw bedzie wszakze mialo bardziej ogdlay
charakter.

Zaczniemy od rozwazenia ukiadu fizycznego, dla ktorego zaburzenie I(¢) zwiazane
jest z reakcja ukladu R(¢#) nastgpujaca liniowa relacja

1 7 N ,
R() - ;{ G(t—1) Iyt (6.25)

gdzie I(¢') mogloby przykladowo by¢ polem elektrycznym w chwili ¢/, a R(¢) mogloby byé
polaryzacja uktadu w chwili ¢. ZatozyliSmy, ze G zalezy tylko od z—t’, poniewaz chcemy
aby system reagowal na gwaltowne zaburzenie w chwili ¢,, gdy () = I,8(t'—¢t;), w ten
sam sposdb, w jaki reagowalby na gwaltowne zaburzenie w chwili #,47, tzn. w czasie
pozniejszym o 7. W pierwszym przypadku mamy

Rr) = : f G(t—1)I,6(t' —to)dt’ = /L_IOG(r—tO).
J ¥arm

Vom _J
W drugim przypadku mamy

<0

1 r 1
R 2‘ :—"‘.—'_..— Gt"“'f')l(st,‘-‘r i dff= _IGf—f =t
2(1) V,h_J ( 0d(t' —to—7) Vzﬁo( 0—17)
albo innymi stowami
Rz(: + I) = {()G(t_' t@) - _Rl(t) .

Y &

Jezeli zatem przesuniemy zaburzenie o 7, to przesuniemy reakcje ukladu o 7.

Co teraz mozemy powiedzie¢ o G(7) z ogdlnego fizycznego punktu widzenia? Po
pierwsze widzimy, Ze zaburzenie w chwili 7 nie powinno prowadzié do reakcji ukladu
w chwilach wczesniejszych od 7, tzn. G(7) = 0 dla 7 < 0, a wiec

Rt )= f G(t—tHI(tHdt',

co pokazuje, ze reakcja w chwili 7 jest waZzona superpozycja liniowa wszystkich zaburzen,
ktére miaty miejsce przed czasem t. Jest to warunek przyczynowosci. Mozliwoéé, ze G(7)
Jest osobliwe dla jakiegokolwick skoriczonego 7, jest wykluczona, poniewaz reakcja uktadu
na gwaltowne zaburzenie i(t") = I,8(t—¢") wynosi

1
97
1 poniewaz z fizycznego punktu widzenia wymagamy, aby reakcja ukladu byla zawsze
skonczona, G(7) jest skoficzone dla wszystkich 7. Ponadto robimy fizycznie rozsadne za-
tozenie, Ze zaburzenie ukladu w odleglej przeszlosci nie ma dostrzegalnego wplywu na
sytvacje w chwili biezgcej. Mozna to sformutowaé jako zadanie, aby G(t) - 0, gdy
T — %, poniewaz na podstawie poprzedniego réwnania sprowadza sie to do zaloZenia,

R(t) — IoG(f—IO)’ t = to
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7¢ reakcja ukladu na jakiekolwiek zaburzenie wygasa po dostatecznie diugim czasie
(tzn. w kazdym ukladzie istnieje jakis mechanizm dyssypacji).

Rozwazmy teraz transformate Fouriera rownania (6.25). Uzywajac twierdzenia o splo-
cie (patrz paragraf 3.7) znajdujemy, Ze

r(m) = glw)iw),

gdzie
f'((-‘)) = ]_—_— F}R(t) Cimtdf g(f,!)) = = }:: {0? G{E)e"w';’f[
],:’;211 _;} ’ ]//2'.'? £ ’
y T
i{w) = —= f I(t) e dt.
],#'271: .

W elektromagnetyzmie, gdzie [ jest przylozonym polem elektrycznym E, a R jest
polaryzacja P, g(w) oznacza sig zwyczajowo przez y(w), ktore nazywane jest podatnoscig
elektryczna, zatem

Plw) = yl(w)E(w).
Zakladajac, ze G(1) spelnia

f IG(7)ldT < .

1]
jeste$my w stanie zagwarantowaé istnienie ograniczonego g(w) dla wszystkich @. Mozemy
teraz podsumowac nasze fizycznie umotywowane zaloZenia odnosnie G(7):

a) G(71) jest ograniczone dla wszystkich 1,

b) |G(7)| jest calkowalne, a wiec G(z) — 0 szybciej niz /7 dla 7 — w0,

¢) G(r) =0dlar < 0.

Mozemy zwrdcié uwage, Ze (a) i (b) razem pociggaja za soba catkowalnosé w kwadracie
funkcji G(7) i stad (patrz paragraf 9.6) g(w) jest catkowalne w kwadracie.

Cheemy teraz pokazaé, ze mozemy przediuzy¢ g{w) na plaszczyzne zespolong z w ten
sposob, iz g(z) spelnia warunki, przy ktérych wyprowadzilismy parg transformat Hilberta
[réwn. (6.19a) i (6.19b)] w poprzednim paragrafie. Po pierwsze, poniewaz G(r) = 0 dla
7 < 0, napiszemy

%

1 " e

glw) = —— J G(t)e™ dt.
Vi 4

Rozszerzamy t¢ relacje na ptaszczyzng zespolong uzywajac definicji

I : ,
= J G(r) Bm”C”w {C:"i ]

T
g Z) = = G j G‘\t) ehﬂd? =2
' D 8 1 2 5

edzie napisaliSmy z = w+iw'. Ograniczymy teraz nasza uwagg do gornej polplaszczyzuy

{0 > 0), gdzie z¢ wzgledu na warunek przyczynowosci podany w zaloZeniu (<) powyic]

(+ > 0 w powyZszej calce), czynnik e~ jest gasngca eksponenta. Dla 0 </ < = mamy
o]

1 1
!g(Z)! B et MGI e"‘f.ﬂsinﬁ]rdtj
4 Q



gdzie zastapiliSmy G(¢) przez warto$¢ maksymalna M, ¢ [zalozenie (a) powyzej], zatem

ig(z)| <

co dazy do zera, gdy |z| — 0. Dla § = 0 lub 7= mamy

gw, 0 =0) = ——l:f G{t)e' dr.
V27 5
Poniewaz G(z) jest catkowalne w kwadracie, g(w, ' = 0) réwniez Jest catkowalne w kwa-
dracie jako funkcja w (patrz paragraf 9.6) i zatem |g(w, w’' = 0)| dazy do zera, gdy
@ — 0. Wobec tego w dowolnym kierunku w gornej pdiptaszczyinie [g(z)| — 0, gdy
lz] = o0.
Cheemy teraz pokazaé, ze g(z) jest analityczne w gornej polplaszczyinie. Uzywajac

oo =43
iy ] p
82) = —— | Gyedt = L f G(t)ei et gy (6.26)
V2x J Yz g .
widzimy, z¢ dla @’ > 0
d'g _ 1_ i d" g, L i n l ot o — w1 / 5
&~ T J G(t)— e™dt = - Oj 1"G(t)e e~ g, (6.27)

poniewaz w tym przypadku zaréwno (6.26) jak i (6.27) sa jednostajnie zbieZzne ze
wzgledu na czynnik e~ (0’ > 0, ¢ > 0). Zatem g(z) jest analityczne w gornej potplasz-
czyznie (@' > 0). Jednakze jest jasne, Ze nasze zaloZenia odnoénie G(¢) nie pozwalaja nam
rozszerzy¢ obszaru analitycznosei na o' = 0. Mozemy niemmniej powiedzieé, 7e 2(2) jest
ograniczone na osi rzeczywistej, tak Ze jedyne osobliwosci, gdy " = 0, moga byé typu
punktu rozgalezienia: mozZemy nawet powiedzieé, ze takie osobliwoéci typu punktu roz-
galezienia jak 1/)/z czy logz sa wykluczone przez zadanie ograniczonosei funkcji. Czytelnik
moze sprawdzi¢ powracajac do wyprowadzenia oryginalnej pary, réwnan transformat
Hilberta [ré-wn. (6.19a) i (6.19b)], Zze mozna je zmodyfikowaé tak, aby whaczyé ograni-
¢zone osobliwosci typu punktu rozgalezienia, obchodzac kazdy taki punkt po malym
poélokregu. Réwnania (6.19a) i (6.19b) pozostaja zatem niezmienione przez obecnosé
takich osobliwoséci (cigcia mozna zawsze tak wybra¢, aby omijaly gérna polplaszezyzne).
W celu wykluczenia mozliwosci tych osobliwosci typu punktu rozgalgzienia nalezatoby
zalozy¢ wyktadnicze zanikanie G(r)dla v — oo, Dla dowolnego g(z) powstajacego z G(1),
ktore spelnia zalozenia (a), (b) i (c), moZemy zatem napisaé |

_ 1 ; ) .y
gr(@) = —P [ =L, (6.28a)
=4
. " gr(@)
8@} = m P J i, (6.28b)
ot

Wobec tego dokonujac kilku bardzo sensownych zaloZed o rozwazanym przykladzie
‘mozemy pokazaé, ze czelci urojona i rzeczywista fizycznej wielkosci g(w) sa $ciSle ze soba
zwigzane dla rzeczywistych wartosci argumentu relacja, ktéra jest w zasadzie zwigzkiem
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dyspersyjuym. Podstawowym zafoZeniem jest warunek przyczynowosci; moZemy powie-
dzieé, ze przyczynowosdd pociaga za sobg w rozpatrzonym przez nas przypadku istnienie
zwiazkow dyspersyjnych. Normalnie znaczenie terminu ,,zwigzek dyspersyjny” ograni-
czane jest do catkowej relacji miedzy dwoma obserwowalnymi wielkodciami, ktora zawiera
tylko catkowanie po warto$ciach argumentu majdcych sens fizyczny. Zatem w réwnaniach
(6.28a) i (6.28b) tylko dodatnie czestodci sa dostgpne eksperymentalnie, relacje te nie sg
wiec w przedstawione] postaci bezposrednio uzyteczne. Jednakze G(r) jest rzeczywiste,
mozemy wiec postapic nastgpujaco:

1 F .
g7} = == | G(t)e™dl,
}/?;n C_j <
- }‘ rf —izxf I GE —izee
£ = = | GO = —— f G(1)e~="dt = g(—2%).

o

Mamy wiec g*(2) = g(—z%), co zwykle nazywa sig warunkiem rzeczywistosei. Jezeli z jest
rzeczywiste (z == @), to znajdujemy, Zze ‘

gr(w) —ighew) = gr(—w)+ig(— o)
fub
grl@) = gu(—w), (6.29a)
giw) = —gf~w), (6.29b)

701, g5 jost parzystg funkcja w, a gy jest nieparzysta funkcja w. Zauwazmy, ze jezeli row-
nania (6.29a) 1 (6.29b) sa spelnione, to funkcja

17 b 3
G({) = e r g((“_i) 6"””(-’(-'.-‘
1-" 27: “go

jest funkeig rzeczy wista,
Napiszmy teraz w réwnaniu (6.28a)

o -
1, 7 & 1 c oo (@)

gg(w) e e ‘ 7,‘3'-;{(,{}7} diit—p ‘ gf((f—’)_ i
I ) o-o

0

=G

Potdézmy w pierwszej catce @ — —@, zatem

_ g (@) _
grlw) = z,P ! —f"(a—)L -dip {6.30a)
T P LU efl)
1 w identyczny spos6b
2(:1) 0? gR(ﬁ}} i
gw) = == =P { SR i, (6.30b)
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W rownaniach tych wystepuja tylko dodatnie, eksperymentalnie dostepne czestosci. Dla
podatnosci elektrycznych mamy np.

1) = 2P [ ) s (6.31a)

il = p J _7”"(‘”) d. (6.31b)

Réwnania (6.31a) 1 (6.31b) zostaly po raz pierwszy wyprowadzone przez H. A. Kra-
mersa 1 R, de 7. Kroniga § nosza nazwe zwigzkow dyspersyjnych Kramersa—-Kroniga.
Teraz zgodnie ~ réwnaniami clekiromagnetyzmu moZemy napisaé

n*w) = 1 +4ny(w),

gdrie #{w) jest zespolonym wspokczynnikiem zatamania. Poniewaz z jest analityczne
w ghrnej poiplaszezyznie, wige #?(z) ma te samg wilasnoéé i funkcja

nz) = y'1+4ny(z) (6.32)

jest réwnieZz analityczna w tym obszarze, jezeli 1 +4wy(z) nie ma zer w gornej potplasz-
czysnie. JeZeli 14-4my(z) znika dla jakiego$§ z = z; w gbrnej pdlplaszezyinie, wtedy
zgodnie z warunkiem rzeczywistosci
%¥(z0) = #(—28)

znajdujemy, ze 1+4ny(z) znika takse dla z = —z§. Poniewaz —:z§ lezy w gornej pol-
plaszezyZznie 1 ma czed¢ urojona Imzy, to w gornej polplaszczyZnie bedzie znajdowad sig
cigeie biegnace od —:z§ do zp. W tym przypadku zwiazki dyspersyjne (6.31a) 1 (6.31b)
musiatyby by¢ zmodyfikowane. Zatozymy, ze n(z) nic ma zer w goérnej polpraszczyZnie
i jest zatem analityczne w tym obszarze. Jednakze ze wzgledu na rownanie (6.32) |n(z)|
nie dazy do zera dla lz| —» 0. W rzeczywisto$ci

niz)y—-1 dla [zl - =0,
w gornej polptaszezyinie. Pociaga to za soba konieczno$é modyfikacji traktowania czlonu
pochodzacego od duZego pdlokregu na rys. 6.12 przy otrzymywaniu rdwnania (6.18).
W przypadku #(z) mamy

[" ??(Z) ‘Zf*—bm {tdz;
Sg o

w notacji z poprzedniego paragrafu (patrz rys. 6.12). Zatem w przypadku n(z) rownanie

(6.18) nalezy zastapic przez

i) = it+ P J __;f@,,, di.

1)

Rozdzielajac czesci rzeczywista i zespolong otrzymujcmy

np(@) = 14— ! P ; :;1—(_{':2—5!(0 (6.33a)
n(w) = —iP J --—%{_%—dﬁ. (6.33b)




Korzystajac z warunku rzeczywistosci mozna przepisac¢ te réwnania w postaci

2 F @

) = 14-2P f —(_Eé—ig-_—)l- d, (6.34a)
i & oL

nw) = —-—25}--? f [_izz}%_tjjzd@ by

Wielkoé w(w) = (2w/cn(w), gdzie ¢ jest predkodeia §wirtha w préini msvvvain
wspdlczynnikiem absorpcji 1 jest odwrotnoscia odieglosci, jaka fala

wx,t) = A cxp{za) [ —E -)— X — z]}

przebywa, nim jej natgzenie spadnic do /e wartodei poczatkowej w x = 0. Uzywajac se
mamy

wilid = 14 p | _ %)
© J &

>
W=

dis. (6.35)

2

Zatem rzeczywista cze$¢ wspolezynnika zalamania jest catkowicie okreslona przez zna-
jomoé¢ wspdtczynnika absorpeji dla wszystkich czestosci! To wihasnie z rownania (6.35)
zwiazki dyspersyjne biora swoja nazwg. Rownanie (6.35) wiaze wlasnosci absorpeyjne
substancji z ich wlasno$ciami dyspersyjnymi, to znaczy ze sposobem, w jaki wspolczynnik
zalamania zmienia sig z czestoscia. Wlasnie ta zmiana wspolezynnika zatamania z czestos-
cia powoduje znane rozdzielanie (dyspersje) roznych diugosci fali przy przejsciu przcs
pryzmat.

Bardziej wspdleze$nie termin zwiazek dyspersyjny jest uzywany na oznaczenie jakicgo-
kolwick zwigzku miedzy cz¢sciami rzeczywista i urcjong jakiej$ wielkosci fizyczng
np. amplitudy rozpraszania w mechanice kwantowej, ktéry ma ogélna postac transformaty
Hilberta, Zauwazmy, ze poniewaz z fizycznych przestanek u(m) musi by¢ dodatnie dla
wezystkich czgstosei (nie spodziewamy sig, aby istnialy fale, ktérych amplituda wzrasta
z czasem przy przechodzeniu przez jaka$ substancie), roOwnanie (6.33) stwierdza, Z¢

R(0) = 1 +- PJ ”SJ_) dév, (6.36)

widzimy wiee, ze np(0) > 1. Zatem znana statyczna stala dielektryczna ¢ dana przez ¢ =
= n?(0) jest zawsze wigksza od jednodci. Poniewaz »,(0) = 0, widzimy, Ze catka w réw-
naniu (6.36) jest zbiczna bez uzycia techniki wartosci glownej. Uzywajac zatem rownosc
n(0) = )¢ mozemy rdéwnanie (6.36) zapisa¢ w postaci

ds.

; ()
J'e—1 e ! g-j_”

T . [#05a
0

Zwiazek ten znany jest pod nazwa reguly sum dla wspdlezynnika absorpeji; wigze on
wazona catke po wszystkich wartosciach wspolczynnika absorpcji z prosta, eksperymental-
nie dostepna stala. :
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Wyprowadzenie zwigzku dyspersyjnego dla wspdlezynnika zatamania wykazuje pewne
cechy czgsto spotykane przy wyprowadzaniu zwiazkéw dyspersyjnych. Zdarza sig miano-
wicie czgsto, ze rozwazana wielko§¢ nie dazy do 0, gdy |z dazy do nieskonczonosei i co |
wigeej, rzadko jesteSmy w tej szezesliwej sytuacji, ze znamy dokladnie zachowanie sig te]
wielko$ci, gdy |z| dazy do nieskoriczonoscei, z wyjatkiem np. informacji, Ze jest ona ograni-
czona dla duZych wartodci |z|. W tym przypadku mozemy postapic nastepujgco. Niech
%y bedzie jakim$ punktem na osi rzeczywistej, w ktérym funkcja f(z) jest analityczna,
wtedy funkcja

J@) =f(20) H(2)
I~
nie jest osobliwa w z = a1 |@(z)] — 0, gdy |z| > co. Jezeli /(2) jest analityczna w gdrnej
polplaszczyznie, to ¢(z) jest tam takze analityczna i mozemy napisa¢ zwiazek dysper-
syjny dla ¢(2)

o —

[f(x) f(fzo)] _ f S0~ f()

g awrigey . (x—a) (x— o)

Ale

Bt piusofelos] sl vy Sl
(x—a) (x—0p) ~ a—ay [ X—at x—og |’
wobec tego nasz zwigzek dyspersyjny przyjmuje postac
; i : 7 Sf(x)ydx
/() = inflan)+@—ao)p [ L

(x—o) {(x— %)

o ;i
SEP | St @) P | o

Zgodnie z wynikami poprzedniego paragrafu dwie ostatnie catki w sensie wartodci glownej
znikajg i mamy po prostu

f{ﬂd’\
— A —Be)

inf(o) = imf(oe)+ (@~ o) P j T

Rozdzielajac czedel rzeczywisty i urojona uzyskmemy ostatecznie

Jr() :fx(ae)+%(a~seo)f’ ] T Og(-(f 1 dx., (6.372)
i@} = fi(eo) = i(auag);P f oo ogf‘((‘t)m 2y dx. (6.37b)

Relacje typu réwnan (6.37a) i (6. 37b) nazywane sa Zwigzkami dyspersyjnymi = jednyn
odjeciem. Aby zrobi¢ z nich uzytek, trzeba mieé sposob okreslenia powiedzmy frlz,) dla
jakiej$ wartoscl «,, opréez posiadania normalnych informacji wymaganych przez zwykle
Zwigzki d»spurwjne typu réwnania (6.19a). Jezeli wlasnosci f(z) dla duzych |z| sa jeszcze
»gorsze”, niz bylo zalozone powyzej [przypusémy na przyklad, ze | f(z)/z] dazy do pewnei
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niezerowej stalej, gdy |z| dazy do nieskoriczonosci] moglibysmy wprowadzi¢ wigcej punktéw
odjgcia, oy, o, itd. w analogiczny sposéb. B =all= I

WidzieliSmy juz, ze przyczynowo$¢ pociaga za soba pewne wlasnosm analitycznosel;
zakonczymy ten paragraf pokazujac, ze odwrotne twierdzenie tez jest prawdziwe, miano-
wicie Ze analityczno$¢ pocigga za soba przyczynowo$é! Dokonamy tego uzywajac anali-
tycznych wlasnosci n(z) w celu pokazania, Ze sygnaly elektromagnetyczne nie moga
w jakimkolwiek o$rodku rozchodzié sie z predkoscia wieksza niz predkosé $wiatla. Roz-
wazmy front falowy przesuwajacy sie w kierunku x w ofrodku dielektrycznym o zespo-
lonym wspolezynniku zalamania n(z). Przypusémy, ze w x = 0 nie ma Zadnego zaburzenia
przed czasem ¢ = 0, tzn. 9(0, t) = 0 dla wszystkich ¢ < 0. Dowolng fale w(x, ¢) mozemy
zapisa¢ jako superpozycje fal plaskich o wszystkich czestosciach

w(x,t) = ‘fw(w)exp{z’w [mﬂ(ci)x—t]}dw.

— 0
L3

- Zauwazmy, Ze

o 4]
90,0 = [ p)edo,
a wige o
_— } i fmi /
p@) = f (0, £) e s, (6.38)

Mozemy teraz uzy¢ rownania (6.38), aby zdefiniowaé w(z) dla zespolonych z

o0
w(z) = % f (0, t) e~ " dt,
0

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze ¥(0, t) = 0dla ¢ < 01 napisaliémy jak zwykle z = w+iw'.
Na podstawie naszych poprzednich argumentow p(z) jest analityczne w gdrnej poiplasz-
czyinie i co do modulu dazy do zera, gdy |z] dazy do nieskoficzonoéci w tym obszarze.

Rozwazmy teraz
j;‘ w(z)exp {z’z ( n(cz) x— t)] dz
C

wzdluz konfuru pokazanego na rys. 6.13. Poniewaz w(z) 1 n(z) sa analityczne w goérnej

poiplaszczyZnie
fﬂp(z)exp [iz( m;cz) x—z)] dz= 0,
¢

R
__,-! ww)exp [J‘w (l(f—)xu r)] dw + S‘J{' w(z‘) exp [iz ( n(j) x— 1‘)] @ = 1, (6.39)

Oznaczajac druga calkg w réwn. (6.39) przez I, mamy

zatem

M| %flrp(z)lexp[—RsinB(—nCix-—t)—-RcosG—n&{-x]Rdﬁ,
4]
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gdzie R jest pewna dowolnie duza liczba. Gdy teraz R — oo, to jak widzieliSmy powyzej,
1y — 01ng — 1. Zatem w tej sytuacji
T2

Hg] < ZRJ igv(z)jexp[—R(%-—r)sin!?]d@,
0 i

A

Se

e

it R

Rys. 6.13 Kontur C uzywany w réwn. (6.39). R moze staé sie dowolnie duze.

ale sinfl > 20/m dla 0 < 8 < =/2. [Aby to stwierdzié, zauwazcie, Ze g(8) = sinf—20/=
znika dla@ = 010 = /2 oraz g(6) jest dodatnie dla § = =/4, a wigc aby stato si¢ rowne O
lub mialo warto$¢ ujemng wewnatrz odcinka [0, =/2], musi mie¢ w tym obszarze
minimum. Jednakze g'(0) jest zawsze ujemne w [0, =/2], funkcja ta nie moZe wicc w zaden
sposOb przyjmowaé minimum. Mozna to stwierdzi¢ rysujac wykresy sinf 1 20/=]. Jezeli

zatem (x/c—1) jest dodatnie, to
7:,'2

iy ZRJ iip(z)'exp[ Qf(ﬁ—t)ﬁ]dﬁ.

Mamy teraz [y(z)] — 0 dla R — oo, napiszmy wigc dla duzych R, ly(z)] < aR %/ > 0);

wtedy
/2

Wal'& 2gRi~> !ﬂ exp[w%R(g—r)B]dﬂ

¢}
el < = i et AN TL A
C R S TR =] S P a1
Jezeli przyjmiemy, ze x/c > ¢, wtedy dla R — oo widzimy, ze [Iz] — 0. Zauwazcie, Ze jezeli

x/e < ¢, to nie mozemy takiego wniosku wyciagna¢ ze wzgledu na obecnns$é w powyzszej
nierownosci rosngcej eksponenty. Tak wige dla R —» o réwn. (6.39) przyjmuje postac

lub

P(x, 1) = j' -q)(w)exp{iw[fi?—)—x-r]}dm = ()

dla x/e > t. Dochodzimy zatem do zadowalajacego wniosku, Ze jezeli nie ma Zadnego
sygnalu w x = 0 w chwili # = 0, to nie bedzie zadnego sygnatu w x = x, > 0 przed
czasem ! = Xo/c, co oznacza, Ze sygnal moze rozchodzié sie co najwyzej z predkoscia
swiatla ¢, nawet mimo Ze ¢/n(w) moze by¢ wigksze niz ¢, poniewaz wiadomo z ekspery-
mentu, iz n(w) moze byé dla duzych czestotliwosci mniejsze niz 1 [nie moze byé oczywiscie
mniejsze od 1 dla malych czestosci, bo jak pokazali§my n(0) > 1
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6.7. ROZWINIECIE FUNKCJI ANALITYCZNEJ NA SZEREG POTEGOWY

Przechodzimy teraz do jednego z najwazniejszych zastosowan twierdzenia Cauchy’ego-
Goursata, a mianowicie do mozliwoéci rozwinigeia funkcji analitycznej na szereg potegowy.

Twierdzenie Laurenta. Niech f(z) bedzie funkcja analityczng w pier§cieniowym obszarze
zamknietym miedzy dwoma okregami C; i C, 0 wspolnym Srodku z,. Wtedy dla kazdego
punktu w tym pierscieniu

1) = Z Az =20, (6.40)

przy czym szereg ten jest jednostajnie zbiezny w kazdym domknigtym obszarze lezacym
calkowicie wewnatrz pierscienia; W pOWYZSZym Wzorze

- By ..
s = 27 j: (z'—z )"‘” H (0tl)
dlan=0, +1, £2, ..., a C jest dowolnym zamknigtym“koyturém wewnatrz pierScienia

okrazajacego z,.

Dowdd. Rozwazmy kontur K otaczajacy obszar R tak;, jak na rys. 6.14; symbolicznie
mozna napisaé K = C;+ L, —C,+ L,. Trzymamy si¢ tutaj umowy, ze proste kotowe kon-
tury sa zawsze przebiegane w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Poniewaz
wewngirzny okrag przebiegany jest w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara,
gdy rozwazamy go jako cze$¢ K, piszemy go w postaci —C,, gdzie C, jest konwencjo-
nalnie skierowana krzywa. Poniewaz funkcja f(z) jest analityczna wewnatrz i na K, to

@) , S gy [ LD gy [LE /@) ) oy f g,

J #=2 J 2~z .
Cy Li -Cs

2nif(z) = {

Rys. 6.14 .

gdzie z € R. Przy pomocy tego samego argumentu, ktérego uzywaliSmy przy wyprowa-
dzaniu catkowej formuly Cauchy’ego widzimy, ze jezeli L, i L, beda poprowadzone do-
wolnie blisko siebie, calki wzdluz L, i L, zniosa sie i

_1rf@ 1), 1
Al = j’ F—z" 2_“( """" (6.42)
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gdzie uzyliSroy réwnania (6.11). Réwnanie (6.42) jest punktem wyjsécia do dowodu twier-
dzenia Laurenta. Aby pojs¢ dalej, skorzystamy z tozsamosci

1 T

a—f % da—p)

Drugi wyraz wynosi po prostu (B/a)[1/(w—p)], tzn. B/a razy pierwotnie rozkladana
wielko$¢, tak wige iterujac N razy otrzymujemy

N N1
T 1 " b 1
a—f = Z W+(—g} " e
Pamietajac o tym ostatnim réwnaniu napiszmy réwn. (6.42) w postaci
1 f(z) e L J(@)

-dz",

@) = o J TT—2)—G—z] ' 3w J e=29)~E~z)]

UzZywajac réwnania (6.43) moZemy to wyrazenie zapisa¢ jako

s n ; : 1 A N+ 1 -ZI; 5
Ne) =5 ZJ f (z(z 2)2“ Gy /@) + 5= f [ 2,_;;] —j(_; dz’ +

Cy

—Zo)® AL 1 2=z f(z’)
"*""Q-ETZj( e T A +§?j[z—_z] o=l

2

(6.44)

Zgodnie ze znanymi juz teraz argumentami kontury C; i C, w pierwszym i trzecim czlonie
powyzszego réwnania moga byé zastapione przez dowolny kontur C wokot z,, ktdry
jest zawarty w pierScieniu ograniczonym przez C, i C,. Dokonujac w trzecim czlonie
zamiany wskaZnika m = n+1 otrzymujemy

N
)= D Adz—zo)" +Ry(2),
R==N-1

gdzie 4, dane jest rGwnaniem (6.41) i

B e f Z=Zo Mf(z')d 1 5([_{—_2?_]“1 HZ)
W Zm'c z'—z, LA ch zZ—2Zg z—z" 7
i

Jezeli mozemy pokazaé, 7e dla dostatecznie duzego N, gdzie N jest niezalezne od z,
wielko$¢ Ry (z) moze byé uczyniona mniejszqg od dowolnie uprzednio zadanej liczby e,
wtedy dowdd bedzie kompletny. Niech r; bedzie promieniem C, i r, promieniem C,,
mamy wtedy

in

| Ry(2)] é—z};[f Ll [f(_z-)i 1dl9+f it -.'f(zﬂ deﬂ]

Rl |z’ |z — z[”“’"l lz—2|

o
Definiujemy teraz
. MJ. = Maxlf(z){, MZ = Mﬂ.XIf(Z)i,
ZEC1 ZECz

I, = Max|z—z,|, I, = Min|z—z|,
ZER ZER

dy = Min|z'~2z|, d, = Min|z’'—2z|.
zeR zeR

z'6C, 2€C,

L]




Poniewaz R jest obszarem wewnatrz pierScienia ograniczonego przez C, i C,,

IzZI. < Ty, 1,'2 = Fa, (6.45)
i M, (1N Myr, [, Y
Mty f I 2F2 (P2 :
Rl < =, Cr—) A (;) | =

Ale zgodnie z (6.45) (I/ry) < 1 i (r,/l;) < 1, niezaleznie od z i zatem dla dostatecznie
duzego N wielkos¢ Ry(z) moZze by¢ dowolnie mala. PoniewaZ ograniczenie (6.46) jest
niezaleZne od z, dowdd jednostajnej zbieznosci szeregu (6.40) jest zupelny. Szereg ten znany
jest pod nazwa rozwinigcia Laurenta funkcji f(z) wokdét punktu z,.
Przykiad 1. Rozwaimy funkcie
23422244

fz) = —(z—,__—l)““;r—
Otrzymamy rozkiad Laurenta funkcji f(z) wokdt osobliwego punktu z = 1. Piszac z =
= (z—1)+1, mamy

_ [E=D+1P+2E-D+1P+4 5 7 7
Tzy = =1y o

W oczywisty sposdb jest to rozklad Laurenta funkcji f(z) wok6t punktu z = 1 i zaleca
sig¢ czytelnikowi sprawdzenie tego przez obliczenie tych wspblczynnikéw 4, z réwn. (6.41),
ktére nie znikaja dla tej szczegblnej funkcji (z).

Przyklad 2. Rozwaiymy teraz szereg Laurenta w mniej trywialnym przypadku, miano-
wicie dla funkcji cosh(z+ 1/z). Cosinus hiperboliczny jest funkcja calkowita. Jej argument
z+1/z jest analityczny wszgdzie z wyjatkiem poczatku uktadu, a zatem cosh(z+1/z) jest
analityczny wszedzie z wyjatkiem poczatku ukladu. Mozemy wobec tego wybraé w cha-
rakterze C, dowolnie maly okrag wokot poczatku ukladu i jako C; dowolnie duzy okrag
o tym samym $Srodku. Wtedy mamy

1\ _ _ 1 [ cosh(Z+1/2) .,
cosh(z—{-?) s ZA,,Z”, gdzie A4, = = (f @y dz
-0

i C jest dowolnym zamknigtym konturem wokét poczatku ukladu. Niech C bedzie jednost-
kowym okregiem, wtedy z' = e’ na C, calka przyjmuje wiec postaé
™ w
| ;
Ay = o f cosh(2cosf) e~ d = é- f cosh(2cosb)cosnidi.
—TT o}

Calka ta moze by¢ obliczona z pomoca catkowego przedstawienia dla funkcji Bessela,
ktére bedzie dyskutowane w paragrafie 6.9. W dalszej czgéci tego paragrafu obliczymy A,
jeszeze inna metoda, ale tutaj dla petnoéci podamy wynik

e+
1
o N 4
Az ZO', mi(m+2ln))!’ (i)
By =10 dia  w=10, 41, 45, u

Przykiad 3. W celu zilustrowania problemu innego rodzaju zwiazanego z rozwinieciem
Laurenta, rozwazymy funkcje f(z) = (z2—1)~%2, Zgodnie z dyskusja z paragrafa 6.2,
funkcja ta ma punkty rozgalezienia w z = —11i z = 1. Mozemy wybraé cigcic biegnace
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migdzy tymi dwoma punktami wzdluz osi rzeczywiste] definiujac jednowarto$ciowa
galgz przez
f(2) = (0,0,)7 Pemil2emi2i2,

gdzie 0 € ¢y < 27, 0 < @, < 2m, v, = z—1|, 0, = |z+1] 1 (0, 0,) '/? oznacza dodatni
pierwiastek kwadratowy z 1/0,0, (patrz rys. 6.15). Przy tych definicjach funkcja f(z) jest
analityczna wszedzie z wyjatkiem osi rzeczywistej migdzy punktami z = —1 1 z = [.
Jezeli zatem wybierzemy C, jako okrag wokol z = 0 o promieniu infinitezymalnie wiek-
szym niz 1 1 C; jako okrag o dowolnie duzym promieniu, mozemy uzyskaé rozwinigcie
Laurenta funkcji f(z) w pierscieniu migdzy C; i C,. Jak zwykle

@=1)712 = M 4,7,

H=—g0

gdzie

n+1

2 __1y-1/2
au pere
Z‘II& (

Dla n = 0 wybieramy C jako okrag o dowolnie duzym promieniu; jest oczywiste, ze dla
tego konturu odpowiednie catki znikaja, a wiec 4, = 0 dla » > 0. W przypadku n ujem-
nych wybieramy jako kontur dowolny okrag o promieniu wiekszym od 1 (patrz rys. 6.15).

L)

Rys. 6.15 Kolowy kontur C jest punktem wyjscia przy wyliczaniu wspéiczynnikéw 4, szeregu Laurenta

funkeji (z2—1)"%2 dla # ujemnyech. o0,, 02, ¢, 1 b, definivja jednowartosciowa galaZz tej funkcji

i narysowany linia przerywana kontur o ksztalcie ,,psiej koSci” powstaje przez deformacjg kenturu C,
ktoéra umozliwia nam. obliczenie wspdiczynnikow.

Zgodnie z naszymi wynikami odnoénie niezaleznodci catki od drogi, kontur ten moze by¢
zdeformowany do konturu o ksztalcie ,,psiej kosci”, jak pokazuje rys. 6.15. Wklady do A4,
od nieskonczenie malych okregdw na koncach konturu znikajg, mamy wigc po prostu

-1

A, = 1 : [ [ _1__ e~ i3 x My 4
27 o 1;’1_x2
1 1
o f ;—e“‘(“z”)"zx’”dx] = : J. f‘ifj:_—_d.x:
e ot Bepdsaphleag®
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gdzie m = —u—1 (zauwazcie, z¢ dla rozwazanego zakresu Zmiennosci a2, m nie jest nigdy
ujemne). Widaé jasno, ze dla m nieparzystych (n parzystych) A4, znika. Dla m parzystych
(7 nieparzystych) catka jest elementarnie prosta, mamy wtedy

2 1 X 2 m!
B T | B et | SRR e e
= ) Pl - | 27 {(m/2) )
0 0
zatem
(zl — 1)7 1/2 == ‘T‘ __Ez_r_ ___!-.__ :
2y 22

dzie prim wskazuje, Ze tylko parzyste wartosci m wchodza do sumy. Kifadac m = 2,
g §

mamy ostatecznie

\1 (2»)! I 1 11 31 5 ]

\ sy e SR B
T L Wl FteETE E 16

(z*—1)"
Wynik ten nie jest zaskakujacy, bowiem to wiasnie otrzymalibySmy rozwijajac (z2—=1)~"=
przy uzyciu metod zmiennej rzeczywistej. Phuvazcie, ze w zgodzie z nasza definicja
jednowartosciowych gatezi funkciji (z2—1)"Y? szereg Laurenta daje wartos¢ pierwiastka
kwadratowego, ktora jest dodatnia na dodatniej czesci osi rzeczywistej i ujemna na ujemnej
czgsei 1¢j osi.

Do tej pory mowiliémy o osobliwosciach jako o punktaah w ktérych funkcja jest
nieanalityczna, ale nie probowaliSmy dokonaé zadnej klasyfikacji punktow osobliwych.
Roznice miedzy takimi punktami istnieja, jak mozemy si¢ spodziewac rozwazajac punkty
osobliwe = = 0 trzech funkcji 1/z, 1/2® i cosh(z+ 1/z). Czujemy, Ze osobliwos¢ 1/z* jest
troche gorsza niz 1/z i Ze osobliwo$é cosh(z+1/z) jest okropna. Sposobu klasyfikacii
osobliwosci dostarcza szereg Laurenta kazdej funkeji.

Przypuéémy, ze funkcja f(z) jest analityczna w obszarze R z wyjatkiem z = z,. Roz-
winmy 7iz) na szereg Laurenta wokdél z, w obszarze R

va]

@) = N ale-zor+ \ b

Z ( *2’0)

n:O =

Jezeli b, = 0 dlan = N+1,N+2, ... tzn., jezell szereg ujemnych potgg (z—2z,) konczy
sic na N-tej potedze, wiedy méwimy, ze f(z) ma biegun rzedu N w zo. Funkcje 1/z 1 1 Vo
maja bieguny rzedu odpowiednio pierwszego i drugiego. Natomiast rozwinigcie Laurenta
funkeji cosh(z+1/z) ma nieskoficzona liczbe ujemnych poteg z; to samo ma miejsce
w przypadku rozwinigcia Laurenta funkcji ¢'/%, jak wkroétce si¢ przekonamy. Osobliwosci
tveh funkeji w poczatku ukladu nosza nazwe isteinych osobliwosci. Nie daja si¢ one
usunaé droga mnozenia funkcji przez jaka$ skofczona potege z, jak to ma miejsce
w przypadku biegundw 1/z i 1/z%. Zauwaicie jednak, Ze obecnos¢ nieskoniczonej liczby
ujemnych poteg z w szeregu Laurenta nie gwarantuje obecnosci istotnej osobliwosct.
Przyklad 3 powyzej pokazuje, ze osobliwo§é typu punktu rozgalezienia moze takie pro-
wadzié¢ do nieskonczonej liczby ujemnych poteg w szeregu Laurenta. Tylko wtedy gdy
wiemy, Ze rozwazana osobliwo$¢ moze by¢ zamknigta w dowolnie malym obszarze, mo-
semy wnioskowad, Zze nieskoriczona liczba ujemnych poteg z pociaga za soba istnienie
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istotnej osobliwosci. Funkcje nie posiadajaca w jakim$ obszarze istotnych osobliwosdci —
cho¢ moze mie¢ ona tam bieguny — nazywamy funkcjq meromorficzng.

Twierdzenie Laurenta ma szczegblnie wazne konsekwencje, w przypadku gdy nie ma
zadnych osobliwo$ci wewnatrz mniejszego okregu C,, tzn. f(z) jest analityczne wszedzie
wewnatrz C,. Uzywajac twierdzenia Laurenta mozemy napisad

f@= ) Az,

gazie

1 @

A = 5 | T (6.48)

Jezeli jednak f(Z') jest analityczne wewnatrz C,, wtedy dla n = —1, —2, ... wyraZenie
podcatkowe w rdwn. (6.48) jest analityczne wewnatrz i na Cy, poniewaz C lezy wewnatrz
C, . Zatem zgodnie z twierdzeniem Cauchy’ego-Goursata A,; = 0 dlan < —1. Co wigcej,
dla » > 0 mamy, uzywajac réwnania (6.17), ’

Ly & 1
me (zf__zo)n-{-l dz’ = Fﬂ (.ZO)’

gdzie J™(zo) oznacza n-ta pochodng f(z) W z = z,, a fO(2) = f(z,), zatem

2]
1@ = ¥ ) 2o (6.49)

n=0
Wynik ten znany jest jako twierdzenie Taylora i szereg w réwnaniu (6.49) nazywany jest
szeregiem Taylora dla f(z) wokél punktu z,. Ten bardzo wainy rezultat moze byé

sformutowany nastepujaco:

Twierdzenie Taylora. Jezeli funkcja f(z) jest analityczna we wszystkich punktach we-
wnetrznych okregu C o $rodku z,, wtedy w dowolnym zamknigtym obszarze zawartym

catkowicie w C
]

1@ = 3 fe) (2o (650
n=0
i szereg ten jest jednostajnie zbiezny. :
Mozemy teraz wyrazi¢ funkeje analityczna f(z) jako jednostajnie zbieiny szereg
funkcji analitycznych (fatwo pokazaé, ze dowolny, jednostajnie zbiezny szereg funkcji
analitycznych jest analityczny). Ze wzgledu na jednostajna zbieznoéé latwo mozna pokazad,
ze caltka f(z) wzdtuz dowolnej drogi w obszarze zbieznosci szeregu potegowego (6.49)
moze by¢ obliczona przez calkowanie szeregu czlon po czlonie (patrz zadanie 6.28).
Postugujac si¢ réwnaniem (6.17) widzimy, 7e oznacza to takze, iz pochodne funkceji f(z)
moga by¢ obliczone réwniez przez. rézniczkowanie czlon po czlonie. Réwnanie (6.49)
podaje zatem funkcje f(2) i jej wszystkie pochodne w calym obszarze zbieznosci.
Przyklady

@

1.e"*=22 dla  |z| < .

n!’
n=0
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. i zer-l
2, smzzz_;(«n aornr G <o

3. (-2t = 22”, dla z] < 1.

nz=0
Wszystkie te szeregi sprowadzaja sie dla rzeczywistych wartosci z do znanych wzorow.
Czesto jest mozliwe uzyskanie rozwinigcia Laurenta jakiej$ funkcji przy uzyciv
zwigzanego z nim rozwiniecia Taylora. Zatem w przykladzie 1 powyzZej otrzymujemy

e o1
e %—an, (12| > 0).

Widaé z tego jasno, Ze ¢'”* ma w z = ( istotna osobliwo$¢. Trochg wazniejszym przykiadem
jest rozwiniecie Taylora funkeji coshz. Latwo pokazac, Ze

¥ 2n
“ coshz = \;{ (;) 1
dla |z] < oo, Zatem dla [z{ > 0 mamy
. w
cosh(z+1]/z) = Z @t ——(z+1/2)*.
n=0

Stosujac wzér dwumianowy znajdujemy

oy g
cosh(z+1/2) = Z (2n e 2 Z (n+,u)f(fz ot

n=0 m=0

Jezeli w réwnaniu (6.50) zamienimy porzadek sumowania i nastepnie dokonamy zamiany
zmiennych v = n—u, otrzymujemy

cosh(z+ 1/z) = Z z [Z (v+2i#|)'?‘" ]

K= —o

w zgodzie z rdwnaniem (6.47).

Obszar, w ktérym mozna dia funkcji stosowaé rozwinigcie Taylora wokot punktu z,,
ograniczony jest przez istnienie osobliwosci tej funkcji. WidzieliSmy, Ze jeZeli osobliwosc
ta ma miejsce w punkcie a,, rozwiniecie Taylora stosuje si¢ wewnatrz okregu 0 promieniu
lotg— 20| WOkt z,. Rozwinigcie Taylora daje wartosci funkcji analitycznej i jej wszystkich
pochodnych w kazdym punkcie w obszarze analitycznosci. W szczegbino$ci wielkosci
te znane sq w punkcie z; (patrz rys. 6.16) w poblizu granicy obszaru. Mozemy teraz uzy¢
punktu z; jako punktu, wokét ktérego rozwiniemy funkcje w inny szereg Taylora. Mozemy
to zrobi¢, poniewaz f™)z,) znane jest dla wszystkich n z pierwszego rozwinigcia funkcji
wokot zo. Promieri zbieznosci tego drugiego rozwiniecia na szereg wokot z; okreslony jest
przez odlegto$é od z; do najblizszej osobliwosci. Postepujac tym sposobem (rys. 6.16)
mozemy funkcje okresli¢ we wszystkich punktach z wyjatkiem tych, w ktorych jest osobliwa.
Przy takim postepowaniu potrzebujemy tylko znaé na poczatek wartosci funkci analitycz-
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nej w jakims obszarze, dowolnie matym. Proces ten nazywa sie przediuzaniem analityczaym.
To tak, jak gdyby paleontolog zrekonstruowat catego dinozaura ze skamieniatych pozosta-
foéci jego jednego pazura.

Rys. 6.16 Ciag rozwinie¢ Taylora, kiére przedtuzaja analitycznie funkcje znana pierwotnie w pewnym

obszarze wokotl z,. Promien pierwszego rozwiniecia ograniczony jest przez osobliwo$é w o,. Nastepne

rozwinigcie Taylora woko! z; (ktore lezy wewnatrz promienia zbiezno$ci pierwszego rozwinigeia) ograniczone
jest przez druga osobliwo$é w o, itd,

Proces przedtuzania analitycznego jest najlepsza demonstracja sztywnej struktury we-
wnetrznej funkcji analitycznych. Widzimy ponownie, jak bardzo sa od siebie zalezne wartosci
funkcji analitycznych: wartoci funkcji analitycznej w jakimkolwiek obszarze na plaszczyz-
nie okreslaja jej wartodci wszedzie, gdzie jest ona analityczna. Ten plan rekonstrukcii
wszystkich wartosci funkcji analitycznej demonstruje rowniez konieczno$é wiasnosci,
ktora mowi, ze wszystkie pochodne funkcji analitycznej sg analityczne. Gdyby tak nie byto,
nie mogliby$my przedtuzy¢ funkcji analitycznej przez ciag rozwinie¢ Taylora. Aby dalo
si¢ to zrobi¢, niezbgdna jest mozliwo$¢ przyblizenia funkcji dowolnie dobrZe, a to z kolei
oznacza, ze wszystkie jej pochodne muszg istniec tak, aby szereg Taylora mogt by¢ rozcia-
gniety dla uzyskania dowolnej dokladnos$ei. Natychmiastowa konsekwencja faktu, iz
funkcja analityczna moze byé przedtuzona, jest to, ze funkcja, ktdra jest zerem wzdluz
dowolnej krzywej w obszarze R, w ktérym jest analityczna, musi by¢ zerem wszedzie w R.
Oznacza to, ze jezeli dwie funkcje f(z) i g(2) sa réwne na jakiej$ krzywej w jednospjnym
obszarze R, w ktorym obie sa jednowartos$ciowe i analityczne, wtedy musza one by¢ réwne
wszedzie w R, poniewaz f(z) —g(z) jest zerem mna te] krzywej, a wigc wszedzie w R. Jak
pamietamy, funkcje analityczne €7, sinz, sinhz itp. byly zdefiniowane dla zespolonych argu-
mentéw w sposob, ktory sprowadzal si¢ do zwyklej definicji na osi rzeczywistej. Dyskuto-
wana wyzej zasada wskazuje, Ze nie moglyby one by¢ inaczej zdefiniowane poza 0sig rzeczy-
wistg tak, aby pozostaé analitycznymi. Ponadto wyjasnia to, czemu wszystkie znane tozsa-
mofci spelniane przez funkcje dla wartosci rzeczywistych pozostaja nadal stuszne na plasz-
czyZnie zespolonej.
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Nalezy takze zwroci¢ uwage, Zze proces przedluZania analitycznego jest scisle zwigzany
z problemem funkcji wiclowartosciowych 1 platéw Ricmanna dyskutowanych w paragrafic
6.2. Przypusémy, ze mamy dany analityczny szereg potggowy dla pewnej funkeji w jakims
obszarze, np.

e ormgEas o be & baw am
W@ =1 7= YI=(=2 = 1- (== =+ ..

w obszarze sktadajacym sig z wnetrza okregu o jednostkowym promieniu i sSrodku w 2 = i.
Jezeli probujemy przediuzaé taka funkcje wzdiuz pewnych drég w plaszezyzZnie z (w powyZ-
szym przypadku wzdluz dowolnej drogi okrazajacej poczatek ukladu wspélrzednych).
to moze sig zdarzyd, ze wracajac do pierwotnego obszaru, w ktérym funkcja byta zdefiniowa-
na, nie powrocimy do pierwotnych wartosci funkcji. Prowadzi to w naturalny sposéb do kon-
strukcji platow Riemanna dyskutowanych w paragrafie 6.2.

6.8. TEORIA RESIDUOW — OBLICZANIE RZECZYWISTYCH CALEK OZNACZONYCH
i SUMOWANIE SZEREGOW

W tym paragrafie nie ma w zasadzie nic nowego. Wszystkie twierdzenia byty juz udo-
wodnione; tutaj zastosujemy je po prostu na rozne sposoby w celu wyznaczenia wartosci
pewnych rzeczywistych calek oznaczonych.

Twierdzenie o residuach. Caltka z f(z) wzdluz zamknigtege konturu C zawierajacego
skoficzona liczbe # punktéw osobliwych funkcji f{z) rowna si¢ sumie n calek z f(z) po »
okregach, z kidrych kazdy otacza jeden i tylko jeden z punktoéw osobliwych.,

Dowdd, Jezell zastosujemy twierdzenie Cauchy’ego do obszaru pokazanego na rys.

617, to otrzymanity

[f@dz+ [Rdz+ | KDdz+ ... + [f(Ddz =0,
C 6} Cs

Rrys. 6.17

Zauwazcie, ze kontury C; przebiegane sa na tys. 6.17 w kierunku zgodnym z ruchem wska-
zOwek zegara. Wynika stad, ze

§ f@)dz = 2ni )| R;,
L5 =1
gdzie R; = (1/2xi) jf f(z)dz nazywane jest residuum w punkcie z;, W tym réwnaniu na R;
Cj
znak calki ma zwykly sens, tzn. kontury C; przebiegane sg w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara.
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W powyzszym twierdzeniu nie ma nic nowego z wyjatkiem nazwy ,.residusm”. W celu
obliczania residudéw bedziemy czesto uzywac catkowej formuly Cauchy’ego, albo formuty
dla pochodnej funkcji analitycznej wyprowadzonej z formuly Cauchy’ego przez rézniczko-

wanie.

Istnieje jednak inny, czasem uzyteczny, sposob obliczania residudéw. Rozwidmy funkcje
f(2) na szereg Laurenta wokol osobliwego punktu z,, wtedy

fie) = Y alz—zo)'+ > bilz— 20",
n=0 m=1

przy czym b, = (1/2wi) f f(z)dz = Ro. Pouczajace jest sprawdzenic tego Wzoru przez
C

scatkowanie obu stron rozwiniecia Laurenta po okregu, ktéry zawiera z,, ale nie zawiera
innych osobliwosci. Zamieniajac kolejno§¢ sumowania 1 calkowania, co jest dozwolone,
poniewaZ szeregi te sa jednostajnie zbiezne, otrzymujemy

jgf(z)dzﬁz f(z zo)" dz+2 f(z__zo),,.

Pierwsza catka znika dla wszystkich #, poniewaZz (z —z,)" jest anahtyczne. Dla n = 1 druga
catka daje, przy pomocy wzoru calkowego Cauchy’ego, 2miby. Dla n > 1 napiszemy
b, = g(z), wtedy z réwnania (6.17) otrzymujemy

bodz gz)dz 2mi
E=z)y ) (F=z) - @~ 1)‘
Ca Ca

g (zo) = €

poniéwa:z g(2) = b, = const. Zatem (1/2mi) jf f(2)dz = b, = residuum w z,, tak wigc re-
Lof

siduum moze byC znalezione przez rozwiniecie funkcji na szereg Laurenta i wybranie
wspdlczynnika przy wyrazie (z—zo)~!. Nie ma w tym nic tajemniczego; jest to po
prostu konsekwencja catkowej formuly Cauchy’ego.

Przykiady
1ol 28 f el/"dz, gdzie C = jednostkowy okrag wokoé! poczatku ukfadu oraz e'/” =
C #
S 1 . ;
= —,awigc b, = 1, zatem I = 2ri.
sk 1212
3?2 ‘ , . .
200 = s 1—) dz, gdzie C jest okregiem: |z| = 3. Najszybszym sposobem wykona-
+
nia tej caﬂ(_l Jest zapisanie jej w postaci
& 3 2 i /
T o } f’ (3z +2}; z4-1) e (3 j:.z)zdz,
,f : (z+1)
c Cis CI Co
gdzie C, jest malym okregiem wewnatrz C okracmmcym z=20,alenie z =~—11C jest
malym okregiem okrazajacym z = —1, ale nie z = 0. Uzywajac wiedy calkowej formuty
Cauchy’cgo do obliczenia obu calek otrzymujemy / = 2mi(2—5) = —6mi.
" 3z+42
3.]= § ———xr
f 2(z+1)° -
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gdzie C jest okregiem: |z] = 3. Rozdzielajac catkg na czgsci tak, jak poprzednio mamy
3 27
jg (3z +2)f(z+1) i §OEERE L 2nz[2]+2m[f :(-9—1} :
Zm—1

(z+1)°

-

gdzie f{2) = (3z+2)/z. Zatem f"(—1) = —4, a wigc residuum w z = —1 wynosi —2,
stad I = 2wi(2-2) = 0. ;

W tym ostatnim przykladzie obliczylismy residuum fuzﬂccp meaigeej postaé
f2)(z—zo)" w punkcie osobliwym z, postugujac si¢ wzorem Ca’uchv ego dit pochodnej .
funkeji analitycznej. W ogélnosei, jezeli f(z) jest analityczne Wewnactrz newnego kon-
turu C otaczajacego z. i na nim, to residuum funkcji f(2)/(z—2,)" W z, wynosi

L S0 Y

2mi } G=zoF 2 -

Pouczajaca interpretacje tego wzoru mozna uzyskaé rozwijajac funkcje f(2) na szereg
Taylora wokét z,. Jest to mozliwe, poniewaz funkcja f(z) jest analityczna w pewnym obsza-
rze wokét z,, bo osobliwosci s3 odosobnione, wtedy :

FO(z) (z—Zp)" "

1) = flzo) +(z6) 2 —2o)+ ... + @D S R

Jezeli utworzymy teraz wielkosé f(2)/(z—z,)" dzielac obie strony przez (z—z,)", €0 wspol-
czynnik przy wyrazie 1/(z—zg), ktory jest wiadnie residuum funkcji f(2)/(z—z, )", wynosi
Fe=Dze)(n—1)!, w zgodzie z powyzej podanym wzorem.

Zastosujemy teraz przedstawione metody do obliczania réznych calek okreslonych.

2n
a) [ R(cosf, sinf)db, gdzie R jest funkcja wymierng, tzn.
1]

B a,cosf+a,sinf+a;cos?f+ ..
" bycosf+b,sim0+bacos?0+bsin? O+ ...

W celu obliczenia tej calki poldzmy z = e® tak, ze

1 1 2 1 |
cosf = E(z+-z~), sinf = --il-_»(z—?)

idf = —i(dz{z). Catka przyimuje postac

- falsler ) b2l

gdzie C jest okrggiem jednostkowym.

Przyklad
2
Yo
h= )( a+cosh® %7 L.
. 1 s A, i
- e e p 1';—”‘§?Rﬁﬁ"
zi=1 T z{=1
el \at5t o !
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Mianownik mozZe by¢ roztozony na czynniki jako (z— o) (z—fp), gdzie
o= —a+(@—-1)*"2, pf=—a—-(a*-1DHY2%

Poniewaz a > I, natychmiast widzimy, 7e |z| < 1 i |f] > 1. Wyrazenie pedcatkowe ma
zatem jeden punkt osobliwy wewnatrz kola jednostkowego w z = a i

i il 27
[ = —2i(2xi) P s (az—'I)”z"

Nastepnie rozwazymy catki w postaci:
(=]
b) f R(x)dx, gdzie R(x) jest funkcjg wymierng, tzn. stosunkiem dwoch wielomiandw,
-0
bez biegundw na osi rzeczywistej.
Jezeli na osi rzeczywistej nie ma biegundw, wtedy calka istnieje, gdy stopient mianownika
R(x) jest przynajmniej o dwa wyzszy od stopnia licznika. Oznacza to, Zze |R(z)| — 1/|2%],
gdy |z] - co. Mamy zatem

{ RG)dz = F Rxdx+ | .R(z) dz
(84 «:g

polokrag

(patrz rys. 6.18). Gdy ¢ — w0, zamknigty kontur C obejmuje wszystkie bieguny R(z) w gor-
nej polplaszczyznie, a wigc

{ R(z)dz = 2mi ' ResR(z),
e

y>0

A

Rys. 6.18

gdzie notacja ta ma oznaczaé utworzenie sumy wszystkich residuéw R(z) z gornej poiplasz-
czyzny. Teraz w granicy duzych |z|

" |const|odf |const|
< | = =

w

| f R(2)dz

i pélokrag

2

02 0

-

co dazy do zera, gdy p — <0, zatem

m e
§ R(z)dz = [ R(x)dx = zm'Z Res R(z).
C -0 y>0
Kiedy méwimy, e catka po ,,konturze w nieskoriczonosci” znika, mamy w rzeczywisto-

sci na mysli, ze dla dowolnego danego ¢ istnieje taki skonczony kontur C, 12 | { fz2)dz) < e.
C
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Jezeli tak jest, méwimy, ze calka po konturze w cc jest zerem; w rzeczywistosci wszystkie
kontury sa skonczone.
Przykiad

Aby znalezé zera mianownika w gOrnej pélplaszczyZnie, musimy rozwiaza¢ réwnanie

7% = —1, Otrzymujemy z = +i. Tylko pierwiastek +/ znajduje si¢ w gornej polplaszczyz-
nie, zatem _
i dz omi o d | 1 Y] | 1| =
= — e . IR i i = 7 . wif  — 2 R o
I % (z+i)¥(z—10)? 1! dz ((-z+£)2)|,=.- Co il ), (+i)3PL. 2

¢) Inng wazna klasg calek sg calki typu j‘oR(x)ei"dx. Jest to caltka Fouriera wymiernej

funkcji R(x). Jej czesS¢ rzeczywista 1 zespolona okreslaja catki

[ R(xycosxdx i [ R(x)sinxdx.

Zachowujemy zaloZenie, Ze na osi rzeczywiste] nie ma biegunow. Tym razem takze
rozwazamy calke _?( R(z)e*dz po pblokregu. Poniewaz |e”¥] = e™” < 1 dla kazdego punktu
C
w goérnej pélplaszezyZnie, calka ta bedzie istnialta, jezeli funkcja wymierna R(x) ma
w nieskonczonosci zero przynajmniej drugiego rzgdu. Wtedy, jak poprzednio catka po
nieskoficzonym. pétokregu znika pozostawiajac

[o.4]

jf R@)e"dz = [ R(x)e™dx = 27:52 Res[R(z) €.
C - y=>0
Przykiad
= oikr
I= ; S

Jezeli r > 0, wtedy kladac x = rk stwierdzamy, Ze catka wynosi

o F &
pix ai?
Iwrfmdx*rfwdz—

=D
Y 54 eiz ] e--,ur
= 2rir \ RCS(““Z“—E—'—'{) = Dol 5] = g,
- 22 +(ur) ZH T zaiur z
Zauwaicie, Ze
[r 2] -
coskr
FE ———=dk
J K+p
—_0

i zatem powyzszy rezuitat jest faktycznie niezaleZzny od znaku r. Wobec tego
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Innym sposobem stwierdzenia tego moze by¢ obliczenie calki przy zaloZeniu, ze r < 0.
Wtedy musimy rozwazyé kontur w dolnej polplaszczyinie, poniewaz [e| = g=Umkyr
<o jest ograniczone tylko dla Im(k) < 0, jezeli r < 0. Jak poprzednio dla dostatecznie du-
zego polokregu (rys. 6.19)

o}

{ f — 27 V Res.

<0

4
Y

Rys. 6.19

Znak minus bierze si¢ stad, Ze kontur C przebiegany jest zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara. Latem
iz | r \
S —-«-21'tir—~f — G
z—iur
co dla r < 0 = me™#"ju. Residuum obliczono tutaj dla jedynego bieguna w dolnej pol-
plaszczyinie z = —iur.

= >
Z= —iur “

d) Problem stanowia calki typu f R(x)e’**dx, gdzie funkcja wymierna R(x) ma w nie-
-

skoficzonosci zero rzedu pierwszego. Calki
% e
J R(x)cosaxdx i | R(x)sinaxdx
—~00 —an

stanowia rzeczywista i urojong cze$¢ powyzszej calki.

Z powyzszej dyskusji nie jest jasne, czy calki te istnieja. Lemat Jordana, ktdry teraz
udowodnimy, méwi nam, Ze one istnieja. Znoéw zakladamy, Ze na osi rzeczywistej nie ma
biegunow.

Lemat Jordana. Jezeli dla ¢ — oo (na rys. 6.20), [R(z)| — O jednostajnie w @ dla 0 <
<0 <= wtedy lim [ R(z)e™dz = 0 dla o > 0.

g0 [z]=g
Dowdd. Lemat ten prawie udowodniliSmy w paragrafie o zwigzkach dyspersyjnych.
Tam jednakze korzystali§my z analitycznosci R(z) w gérnej polplaszczyZnie. Tutaj skorzy-
stamy z zaloZenia o jednostajnej zbieznosci {R(z)] do zera. Niech M(p) bedzie maksimum
|R(z)] na polokregu |z| = g. Wtedy stwierdzenie, Ze |R(z)| — 0 jednostajnie oznacza, ze
[R(z)] € M(p), gdzie lim M(p) = 0, niezaleznie od 6.
Niech 5ts

I= f R(z)e**dz,

|zf=¢
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wtedy
kL T
|| < M(g) [ leiessr+iesad)] |giel|df = oM(@) [ e~*eu=0d.
o o]

Postepujac z ta calkg dokladnie tak jak w paragrafie 6.6 otrzymujemy
—e—e
1 <@ L=22 o, gy e,
poniewaz o > 0 1 M(g) — 0, gdy ¢ — 0. Otrzymujemy zatem wzor

f R(x)e!*™*dx = 2ni Z Res[R(z)e™]

y>0

dla « > 0. Dia @ < 0 przy wyprowadzaniu rozwazamy kontur lezacy tylko w dolnej pét-
plaszezyznie (y < 0) i do powyzszego wzoru naleiy wprowadzi¢ odpowiednie zmiany.

1\

lzl=¢

Y

Rys. 6.20

Przykiad

eﬂc- Irlcos @

f E dk f kdo f ksmede k_w___

kent  om ( K(eMH—e®r) 2w [ kel
= & f‘“of‘ﬂ‘ R T A T R fdkm"'
-

=1

Lemat Jordana méwi nam, ze dla zespolonych k catka ta po nieskoficzonym potokregu
znika. Zatem

27: keIt 4m?  juel- i 2n® i
s B S S' - - —pirl 6.51
27:: Res W Il o M R (6.51)

poniewaz w gornej péiplaszczyzme znajduje sie tylko jeden biegun (k = +iu).

¢) Jak dotad nie dopuszczalismy, aby funkcja podcatkowa mialta bieguny na osi
rzeczywistej. Jezeli Q(z2) jest funkcja meromorficzna w gérnej pblplaszezyZnie, jezeli na osi
rzeczywistej funkcja ta ma tylko bieguny rzedu pierwszego (tzn. proste bieguny) i jezeli
0(z) zachowuje si¢ w nieskoniczonosci jak ktérekolwiek z wyrazen podcatkowych klasy
b, ¢ lub d, wtedy metody zastosowane w tych przypadkach moga by¢ rozszerzone na przy-
padek calek typu

P [ omax,
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gdzie P oznacza wartos¢ glowng Cauchy’ego, ktora wystepuje tu ze wzgledu na obecnosé
biegundéw na osi rzeczywistej.

Niech Q(z) ma pojedynczy prosty biegun na osi rzeczywistej z = a. Rozwazmy wygiety
kontur C (rys. 6.21) skladajacy si¢ z malego polokregu ¢ wokol punktu a, duzego pdtokregu
I’ wokot poczatkn uktadu i dwoch prostoliniowych odeinkéw na osi rzeczywistej od — R
do a—p i od a+p do R. Wezmiemy y tak male, Ze obejmuje ono tylko biegun znajdujacy
si¢ w a. I” jest na tyle duze, Ze obejmuje wszystkie bieguny w gdornej polplaszczyznie i na
tyle duze, Ze calka po I" dazy do zera, gdy R — co. Mamy wtedy

(f+ T+ + [)owd =2 Yresce.
g e Y dte y>0
A
Ir
7
. W ol 7 i
__R - g R

Rys. 6.21

Biorac granicg dla R — oo otrzymujemy

'hm( f f ) j ] 0()dz = P fw Q) dx+ [ Oz)dz =.2ni£ ResQ(2).

MR ate - y y>0
Rozwazamy teraz [ Q(z)dz. Na y, z = a+ 0e®, a wiec
¥
E)

JQ@dz = [ Oa+ oe) eeids.

% R
Poniewaz Q(z) ma w @ prosty biegun, zawiera ono czynnik (z—a)~!. Mozemy zatem na-
pisa O(z) = P(z)/(z—a)+y(z), gdzie ¢(2) i 9(z) sa analityczne w z = @ 1 w sasiedztwie
tegﬂ punktu Widac, ze 9(z) nie daje wkiadu do catki po konturze y dla ¢ — 0, a poniewaz

—a = pe®, to mamy:

0
[0@)dz = [ ¢a+oe)ids.

Rozwijamy teraz ¢ na szereg Taylora wokél a (jest ono tam analityczne)
@a+ 0e’®) = ¢(a) +czlony zalezne od o,

zatem dla p — 0 otrzymujemy
0
j 0(z)dz = f Ha)idd = — ind(a).
¥ T
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d(a) jest oczywiscie residuum 0(z) = d{z)(z—a) w z = a, a wigc ostateczny wynik mozZe
by¢ napisany w postaci
00

P J O(x)dx = 2=i

/

N ResQ(z) +ni Z ResO(z)

y>0

gdzie » ResQ(z) oznacza sumg residuéw Q(z) w kazdym z prostych biegunow tej funkcji
y=0
na osi rzeczywiste] (uogdlniajac przypadek do kilku prostych biegundw).

Przyklad

W tym przypadku jedyny biegun lezy na osi rzeczywiste] w z = x = 0. Przyréwnujac
cze$¢ rzeczywista 1 urojona otrzymujemy

P j L% 4x = 0,
co jest trywialnym wynikiem, bo funkcja podcatkowa jest nieparzysta, ponadto

sinx
P J “dx =

otrzymali$émy poprzednio z teorii transformat Hilberta. W tym wzorze symbol P jest zby-
teczny, bo funkcja podcatkowa nie ma bieguna. Wiele calek zawierajacych sinx lub cosx
mozna obliczyé tak, jak to tutaj zrobiliSmy, zastgpujac funkcjg trygonometryczna przez
ei® i biorac nastepnie czesé rzeczywista i urojona.

o
f) W nastepnej kolejnosci rozwazymy calki typu [ x*~'R(x)dx, gdzie R(z) jest
0

wymierne, analityczne w z = 0 i nie ma biegunéw na dodatniej osi rzeczywiste] 1 gdzie
|22 R(z)| — 0 jednostajnie, gdy |z| — 0 i gdy |z| — co. Poniewaz przypadek catkowitego A
moze byé rozwazony przy pomocy metod opisanych powyZej zatozymy, Ze A nie jest rowne
liczbie catkowite;j.

Zagadnienie to wiaze si¢ z punktami rozgalezienia i cigciami, poniewaz =1 nie jest
w ogblnosci funkcja jednowartosciowa. Niech z'~! oznacza nastepujaca galaz funkcji
potegowe]

221 = exp[(A—Dlogz] = exp[(A—1) (logr+if)],
gdzie 0 < 6 < 2nir > 0, wtedy
281 potgl g <0< 2w, P20

Ciecie zostalo poprowadzone wzdtuz dodatniej osi rzeczywistej. Dla 0 = 0 funkcja pote-
gowa ma wartos¢
=1 el i1

& 67



!!

Rozwazmy teraz calkg¢ konturowa jf 7" R(2)dz, gdzie zamkniety kontur C’ jest pokazany
Cr

na rys. 6.22. C" sklada si¢ tu z malego okrggu wokét z = 0, ktérego promiest begdzie pdiniej
sciagnigty do zera i duzego okregu, ktory zostanie pdznie; rozszerzony do nieskoriczonosci
oraz dwoch calek wzdtuz dodatniej osi rzeczywistej w kierunkach przeciwnych i po przeciw-
nych krawedziach cigcia. Poniewaz funkcja podcatkowa jest nieciagla na cieciu, te dwie

i
P

Cl’

-
%

Rys. 6.22

catki nie zniosa si¢. W celu wykonania catki nalezy wszedzie okreslié fazg wyrazenia
z*~1. Dokonali$my tego powyZej definiujac ja jako réwna 0 na dodatniej osi rzeczywistej,
a wige 27! = x*71, co jest zgodne ze zwykla umowa. Wobec tego tuz ponizej osi rzeczy-
wistej 2471 = x*~*eP270-1, Calki po malym i duzym okregu znikaja, poniewaz |2*R(2)| - 0
dla |z] =01 |z| — oo,

zatem

§ 7Rz = — [ =Dy RGdx+ [ P-1R(x)dx,
ol 0 P

gdzie pierwsza catka po prawej stronie jest wkladem od prostej ponizej osi x, a druga jest
wkiadem od prostej powyzej osi x. Razem catki te daja

[1 —e““‘“l)]f 2R (——:M)f X*1R(x)dx.
0 0

o—TiA
Poniewaz
j( AR@dz =2ri Y ResF-1R(@),
[ g wewnatrz C’
otrzymujemy
. . e X7 s 5
f_x“ R(x)dx = e 4 : Res[z* R(z?]
wewnairz
8 5 (6.52)
ol — A—1 1
=D N ResiRg,
sinmi
wewnatrz C’
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bo e~"™ = (—1)". Dalej nie mozemy juz si¢ posunaé bez wyspecyfikowania funkcji R(z).
Bardzo prostym przyktadem tego typu jest catka

- |

-1
e DL R

1+x
Po obliczeniu tej catki uzyjemy jej do uzyskania pewnych rezultatéw zwigzanych z funkcja-
mi beta i gamma.

Po pierwsze, poniewaz 0 < A < 11 !Z%/(1+2)| - 0 dla |z| - o i |z] — 0, zatem

2 aen -1 i1 -
J T Re(m) ~ Sel”
Funkcja beta J(x, y) zdefiniowana jest przez
1
= [ o= = T2O) | wy>o, (659
gdzie I'(x) jest funkcja gamma:
I{xy= _F Tlem'dt. (6.54)
G

Dowéd tozsamosci (6.53) mozna znalez¢ w wielu podrecznikach z analizy; zauwazmy
ze
;
Pl l-x)=T(x)I1—x)= | (=01, jezli 0<x< 1.

s

Jezeli w ostatnic calce dokonamy zamiany zmiennych

LA N
Tol4uw 1+u’
przyjmuje ona postac
DY S
[,
J 14w
Q

co dokladnie pokrywa si¢ z catka, ktéra dopiero co obliczyliSmy, wtedy

B, 1 —x) =TIl —%) = —=
Alx, %) (O (1—x) e dla 0<x<l. (6.55)

Wzdr ten moze by¢ uogdlniony droga przedhizenia analitycznego na wszystkie z w plasz-

13

2
czyznie zespolone]. W szczegdlnosci dla x = 1/2 mamy [F (2—)] = 7, zatem

@ @
o =F(-‘;IZ-) = J oWty =2 ’ e~ “du = J e~ “du, (6.56)
4] i
gdzie dokonaliSmy podstawienia r = .
Na zakonczenie tego paragrafu o teorii residudéw pokazemy, jak mozna dokonywad su-
mowania szeregow przy pomocy catkowania po konturach. Wynik, ktéry otrzymamy, opie-
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ral sic bedzie na tym, Ze wetgnz ma bieguny rzedu pierwszego w zerach funkcji sinwz
(tzn.wz=mn,n=0,+1, +2,...) i residuum kazdego z tych biegunéw wynosi 1.

Twierdzenie. Niech f(z) bedzie funkcja meromorficzng i niech C bedzie konturem,
ktoéry obejmuje zera funkcji sinmz, znajdujace si¢ w punktach z = g, ¢+1, ... , n. Jezeli
zalozymy, ze bieguny funkcji f(z) 1 sinwz nie pokrywaja sig, to

2 fond) = mz% cj( rctg (nz)f(2)dz— 2 Res[rctg(72) f(2)]. (6.57)

bieguny fiz)
wewnatrz C°

Dowdd
f nctg( nz)f(z2)dz = EniZ(Residua wszystkich biegundw funkcji podcatkowej) =
&

= i [i‘ fm)+ Z Res[mctg(m2)f (Z)]]

bieguny f(z)
wewnatrz C’

c.b.d.o.
Przyklad. Uzyjemy tego twierdzenia do udowodnienia réwnowaznosci funkeji Lange-

vina (ctghx—1/x) i sumy
od

2%
2 x2+n?n?
n=1
Postuzymy sig¢ nastepnie tym twierdzeniem w celu wyrazenia sinf przez nieskoriczony ilo-
czyn, co stanowi samo w sobie bardzo interesujacg formule.
Kladac f(2) = 2x/(x%*+z%n?) i uzywajac powyzszego wzoru otrzymujemy
N

2x 1
N = g fretsEafE—- D) Reslretg(za)f@l
m=-N ' G bieguny f(2)
wewnatrz C

gdzie C jest jakim$ zamknietym konturem, powiedzmy prostokatem obejmujacym punkty
z= —N, —=N+1,...0, 1, ... N—1, N. Niech teraz dtugos¢ i szeroko$¢ prostokata C daza
do 0. Podczas tego

ldz| = 0.

2%
x2 4222

|1 | <L
]Hzgfwctg(nz)f(z)dzl Siz{ lctg 2]

W celu stwierdzenia, ze ta catka znika, gdy |z] — co zauwazmy, iZ

o 1/2
st e lcosmz| (coszr:x-l-smhzrcy) t

[sinmz] sin®wx +sinh*my
Mozna teraz uzyskaé dowolnie wielka dokladno$é w sumowaniu tego szeregu przez takie
wybranie prostokata, Ze jego pionowe boki przecinaja o§ x w dostatecznie duzej nieparzy-

1 ’
stej wielokrotnoéci jednej drugiej, na przyklad (1097+%), gdzie cosrc(l()g"—i- E) =0i

sinn(loﬁ"f.;.%) = 1. Wtedy na tych bokach prostokata

sinh?my HE
1 4+ sinh?xy

[ctgrz| = 1( = |tghwy| < 1.
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Na poziomych bokach prostokata lim [ctgmz) = 1, zatem wyraZzenie podcatkowe daZy

Iq‘_'m
do |1/z2| dla |z| — oo i calka znika.
Jezeli wezmiemy nieskonczony kontur prostokatny, to

G . t(y .
. S [ ]
L XP+mPnt XA Leuniem
HE= =0
2x | ctgw(ix/®) ctgm(—ix/w) N
= —*—7_?“[ Yixim + " Py = 2ictg ix = 2ctghx.
Zatem
\ & 2
22, s+ = = 2ctghx
— X e x
lub
1 \ | 2x
vy e R 6.58
ctghx % ,HL_{ Bt (6.58)

co dowodzi sformutowanej na poczatku zaleznosci.
Ten konkretny wzér, oprécz zilustrowania opisanej techniki sumowania, nie jest
szczegolnie interesujacy. Jednak, gdy scalkujemy obie strony w granicach od 0 do x, to

olrzymujemy
S 2 il
) In(1+ < 2—):1 (S‘ x)
n;:l M-
Stad
h s 2 s 2
l (ASIR JC): 3 1ﬂ(1+ n:.f—ﬂ—z*) =IBH(I+ P Y ):
m=1 m=1
4 Wige
sinhx x2
= e | 6.59
x [-—-[(H- m?r? ) L

m=1
Mozemy uogdlni¢ ten rezultat na wszystkic wartosci z w plaszczyznie zespolonej drogd
przedtuzenia analitycznege. Kladac wtedy x = iff (f rzeczywiste) otrzymujemy

sinfl =0 H (1 = _.__.-) . (6.60)

To wyraZenie zawierajace nieskonczony iloczyn pokazuje w sposob jawny wszystkie zera
funkeji sinfl. Stanowi ono kompletng faktoryzacje szeregu Taylora. Faktycznie wyrazenie
to moze by¢ uzyte jako definicja funkcji sinus,

Przyréwnujac wspdlezynniki przy cztonie 6° po obu stronach powyzszego réwnania
otrzymujemy uzyteczny wzor

) 1 - 6.61)
R

Jest to szczegdina warto$¢ funkeji dzeta Riemanna

£(2) = )j = (6.62)
l!=1
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Istnieje wiele specyficznych trikOw uzytecznych przy wykonywaniu calek i sumowaniu
szeregow. Dokonalismy przegladu tylko podstawowych metod, ale czytelnik nic bedzie
mial trudnosci w zrozumieniu Zadnej szczeg6lnej procedury, z ktéra moze sie zetknaé, jezeli
rozumie ten paragraf. Zadanie 31 dostarcza zastosowan wszystkich podstawowych metod
rachunku residudw, ktore byly rozwinigie powyzej.

6.9. ZASTOSOWANIA DO FUNKCJI SPECJALNYCH I PRZEDSTAWIEN CALKOWYCH

W tym paragrafie uzyjemy wzordow na pochodna funkeji analitycznej w celu znalezienia
Sunkcji tworzqcych pewnych funkcji specjalnych i ich wzordw Rodriguesa. Wyprowadzimy
takze przedstawienia catkowe dla funkcji Bessela i wielomianéw Legendre’a.

Funkcje Bessela

Funi(cja e /2zv=1/) jest analityczna wszedzie w plaszezyznie w z wyjatkiem w = 0,
moze by¢ wigc rozwinigta na szereg Laurenta w dowolnym pierscieniu R, < |w] < R,
bez wzgledu na to, jak male jest R, (> 0) lub jak duze R,. Oznaczajac wspolczynniki roz-
winigcia przez J,(z), mamy

e(1/2)z0w~1/w) _ Z J.(2)w" l (6.63)

N=—200

Wspolezynniki rozwinigcia sg funkcjami zmiennej zespolonej z. Oznaczenie przyjete dla nich
uprzedza fakt, ze okazg si¢ one funkcjami Bessela o catkowitym wskazniku. Innymi stowa-
mi e(M/22(w=1/%) jest funkcja tworzaca dla funkcji Bessela.

Udowodnimy teraz, ze funkcje J,(z) rzeczywiscie spelniaja rézniczkowe réwnanie Bes-
sela :

2
7 ‘fiz‘i” +z ‘Z" (22 —n?)J, = 0. (6.64)

Po drodze znajdziemy catkowe przedstawienie dla funkcji Bessela i takze jav»na dla nich
formule.
Z twierdzenia Laurenta:

J(w) » '
2} me(w*wo)"“ i 16,59)

gdzie C jest dowolnym zamknigtym konturem zawartym w pierécieniu. Przyjmiemy
w postaci jednostkowego okregu w = €, wtedy w réwnaniu (6.65) wy = 0 i JOov) =
= [1/20v=1") Na jednostkowym okregu w—l/w’z 2isin0, zatem

T ™

J ei‘zsinﬁe—iwd@ i ___1_ e-i{nﬂ«-zsinﬁ)da =
2n

o

1

B@) = -

-7 T

f cos (nﬁ—zsin@)d&——i:? f sin (0 — zsin6) db.

-

_l
21




Druga catka jest jednak zerem, poniewaz wyrazenie podcatkowe jest nieparzyste w 8.
Poniewaz pierwsza funkcja podcalkowa jest parzysta w 0, to

Jo(2) = _L_ J cos(n — zsin ) do. (6.66)
p 0

Jest to catkowe przedstawienie funkeji Ju(2), ktéra jak teraz udowodnimy przez pod-
stawienie do rownania (6.64), jest rozwigzaniem réwnania Bessela. Sprawdzenie tego jest
bardziej zawile niZ mozna si¢ spodziewaé, oprzemy si¢ Wigc pokusie aby ,,pozostawié to
czytelnikowi”. Zachecamy oczywiscie czytelnika, aby sam sprobowal, nim bedzie czytat
dalej. Mamy

g Lo .
_];;(g) = iu Sinﬁsin(n@—zsinﬁ)dﬂ i e 0 Slﬂ(ﬂ6—281n8)|g+ (6673)
~ g T

‘r cosfcos(nd —zsind) (n — zcost)db, (6.67b)

W
4]

1
T

-+

adzic dokonalismy calkowania przez czgdci. Pierwszy czton zeruje sig. Rézniczkujac po-
nownie rownanie (6.67a) mamy
7T

el

1 : .
Li(z) = —— I sin2 6 cos(nf —zsin0)db.
T
0

Tworzymy teraz wielko$é z2(J,) + Jp) + 20y —nJy, postugujac sig réwnaniem (6.67b) na
J)(z). Wyrazenie to musi by¢ tozsamosciowo réwne zeru, jezeli Jy(2) sa funkcjami Bessela.
Otrzymujemy

E 7 ; x

— cos(nf—zsinf) [z2 — z%sin 0 + zcosb(n— zcos ) —n]dl =

’ i3
—n ;
== — f [cos(nl — zsinB) (n—zcosB)]db.

"o
Funkcja sin(nf —zsinf) jest funkcja pierwotna wyrazenia podcalkowego. Znika ona za-
réwno dla 0 jak i =, dowod jest wige pelny: J,(z) sa rozwiazaniami réwnania Bessela.
tatwo pokazac, ze

J0) =1, J (0 =0 dla ns0,
?( ) 0) #* (6.68)
JJO) =4, L0)y=0 dla n#l,

a wiec te funkcje sa rzeczywiscie rozwiazaniami réwnania Bessela znanymi jako Junkcje
Bessela pierwszego rodzaju (ktére sa analityczne w poczatku uktadu wspoélrzednych)
o wskazniku # (catkowitym).

Zwykle rozwigzanie réwnania Bessela wyrazane jest jako nieskonczona suma, a nie
jako calka. Wyprowadzimy teraz z funkcji tworzacej rozwigzanie typu nieskonczonego
szeregu

o2 e o] 5]
E(IIZ)Z(W—”W) —_ e(l]l]zw e—z}Zw . 1 (Z/Z)F‘M’J’ S’ (_Z/Z)mwﬁm - Z wan (Z).
e Fl s m!
r=0 m=0 H=—00

=]
tad



W celu uzyskania J,(z), wspdtczynnika przy w'(n > 0), mnozymy kazdy czlon przy w™"™
w drugim szeregu przez czton ™™ w pierwszym szeregu i sumujemy nastgpnie po wszystkich
m, WIgC

sy i (2/2)" W — /2y = = (—=1)m(z/2)2men]
sl m;: (n+m)m! - ;[ e m)iml ]W ,
zatem
?Oj (=1D)"(z/2)2m+n
Jn(2) = % e (6.69)

Jest to rozwigzanie typu nieskoficzonego szeregu dla catkowitych n >0, Czytelnik moze
pokazag, ze dla catkowitych »

J_a(2) = (=172, (6.70)

Rozwiazania te sa wigc liniowo zalezne i musi istnie¢ inny zbiér liniowo niezaleznych roz-
wigzan. Nazywane sg one funkcjami Neumanna i oznaczane przez No(z). Z réwnan Bessela
1 funkeji Bessela mozna skonstruowaé cata rodzing réwnan i funkcji stanowigcych rozwia-
zania, jezeli dopuscimy niecatkowite i poléwkowe wartoéci wskaznika . ROwniez rozmaite
liniowe kombinacje funkcji Bessela i Neumanna dla rzeczywistych i urojonych argumentow
prowadza do zmodyfikowanych funkcji Bessela i funkcji Hankela. Sferyczne funkcje Bessela,
ktére beda dyskutowane w rozdziale 7, sa jeszcze jednym zbiorem funkeiji definiowanych
za pomoca funkcji Bessela. Kazdy z tych zbioréw funkeji tworzy uklad Sturma-Liouvillea.
Naszym celem tutaj nie jest dostarczenie wyczerpujacego i wyczerpujacego dla czytelnika
opisu tych funkcji, pragniemy jedynie wyprowadzié i przedyskutowaé podstawowe rezultaty
aby czytelnik mégt dogrzebaé si¢ konkretnych faktéw potrzebnych mu w swojej pracy
z obszernych rozpraw na ten temat,

Wielomiany Legendre’a

Pokazalismy poprzednio, Ze wielomiany Legendre’a zdefiniowane przez wzér
Rodriguesa
i - \d*

P = oy @

(x2 = 1)n,

sa ortogonalnym zbiorem funkcji na odcinku [—1, 1] i spelniaja réwnanie Legendre’a
(1=x*) P, =2xPy+n(n+1)P, = 0.
W paragrafie 1.8 wspomniano, choé nie bylo to udowodnione z wyjatkiem Py, Py i P,,

ze funkcjq tworzqcq wielomiandw Legendre’a jest

Z
. ﬂ( ) ! < < 1, {xi -..<‘. 1. (6. ].)

Poréwnujac to réwnanie z réwnaniem (1.101) czytelnik zauwazy, Zze polozyliémy ¢t = r’/f
ix = cosf. Udowodnimy teraz ten zwiazek dla wszystkich 7. Zaczniemy od przedstawienia
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wzoru Rodriguesa jako catki konturowej, postugujac si¢ wzorem na n-tg pochodng funkcji
analitycznej,

(-1 d" (- 1 (1—z%"

= . S —_— B —
Piix) = o (1—x%) 5 B ] = dz. (6.72)

2°n!
SkorzystaliSmy tu z faktu, ze funkcja (1—2z%)" jest calkowita (C jest zamknigtym konturem,
ktéry obejmuje punkt x). To catkowe przedstawienie wielomianéw Legendre’a znane jest
jako calkowy wzér Schldfli. Jezeli utworzymy teraz szereg S = ' Py(x)t", uzywajac calko-

n=0
wego przedstawienia dla P,(x) i zamienimy porzadek calkowania i sumowania, to otrzy-

mamy
o
._.1 = n - 2 n
- IledzZ(l)rn(lz)_
27 Z~X% P Z—X
C n=0
Jest to prosty szereg geometryczny, ktory jest zbiezny i daje sig fatwo wysumowac,
jezeli

' t 1-22 §
b= T o

[ 2 2= |
Musimy jednak pokazaé, ze kontur C obejmujacy punkt x moze by¢ tak wybrany, aby bylto
to zawsze stuszne dla wszystkich x i ¢ z ich odpowiednich zakreséw zmiennosei. Niech C

bedzie jednostkowym okregiem oraz z dowolnym punktem na C, a x niech znajduje sig

Rys. 6.23

na osi rzeczywistej wewnatrz lub na C tak, jak pokazuje rys. 6.23. Powierzchnia tréjkata
prostokatnego z wierzchotkami w —1, z, +1 dana jest przez

_ : i N
A—2|z+l];z ll_fll 2.
Dana jest ona takze przez —;-(Zh) = h; ale |z—x| > h dla wszystkich z i x, a wigc

2 z—x

=
lz—x{>h=A=%”"zzi=>Il 1—2z

<1,

15



t 11—z

skad
3 2 z—x

=L

bo ¢ < 1. Mozliwy jest takze czysto algebraiczny dowdd, ale ten dowdd geometryczny jest
prostszy. Sumujemy teraz szereg geometryczny i uzyskujemy

_ 1 dz 1 bnig 2/tdz
S e = — " —.
2mi jg — —t (1=2)? ] 2mi f 5 B 2
C — £ —_——F e —_—
2. G2 g ( t x)

Mianownik ma dwa pierwiastki
1/2
£ (-L- ~ 2—x+1) = %[1 + (1—2x1+12)12],

Pamigtajac, ze 0 <t < 11 —1 < x < 1, tatwo nam pokazaé iz z, >1i-1<z_<1,
a wige z_ jest pierwiastkiem obejmowanym przez kontur. Obliczajac residuum w z_
mamy

ATV g N 1
S“Z:P»(x)‘ T ez T I e

c.b.dwo.
Dokiadnie w ten sam sposéb mozna otrzymaé funkcje tworzace wielomiandéw Hermite'a
1 wielomianéw Laguerre’a z odpowiednich wzoréw Rodriguesa (patrz zadania 36 i 37).

Wrécmy do catkowego przedstawienia Schlafli dla wielomianéw Legendre’a

ervied =1y
PO =5 ) Py

dz. (6.73)
Mozna udowodni¢ bezposrednio z tego wzoru, Ze P,(x) spelniaja réwnanie rézniczkowe
Legendre’a. Juz jednak dowodzilimy, Zze P,(x) dane przez wzér Rodriguesa spelniaja
rownanie Legendre’a, ominiemy wigc ten dowdd. Tutaj wyprowadzimy inne przedstawienie
catkowe: calke rzeczywistq.

Jako kontur C bierzemy okrag wokot x o promieniu |(x*—1)!/2|, wtedy dla kazdego
punktu z na C mozemy polozyé¢ z = x+(x2—1)"?e¥ gdzie 6 wzrasta od —= do =.
Dokonujac tego podstawienia we wzorze Schlifli otrzymujemy

I Z (x— 1+ (x2 = 1D)12e1) (x+ 1 +(x2 — 1)/2610) "
Pn(x): Dl j‘[ 2(3‘;2"1)1"2€i9 ldﬂ,

—TT

gdzie napisalismy (z°-—-1)" w postaci [(z—1)(z+1)]" przed podstawieniem z —
= x+(x*—1)"%e", Wtedy cale wyrazenic w nawiasie powyzej upraszcza sie po krétkich
przeksztalceniach do x+(x? —1)"/?cosf, co jest parzysta funkcja 6. Mamy zatem rzeczy-
wiste przedstawienie calkowe dla wiclomianéw Legendre’a, ktére zawdzieczamy Lapla-
ce’owi

Py (x) = —Tl;f [X+(x*—1)"2cosb]*dd, dla x| < 1. (6.74)

Sy |

Zauwazcie, w jak oczywisty sposéb wynika z powyiszego wzoru, ze P(1) = 1i P(—1) =
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= (—1)". Ksztalcace jest wyliczenie Py, P, i P, z powyzszego wzoru. Chociaz (x2—1)1/2
jest czysto urojone dla |x| < 1, wszystkie cztony zawierajace (x* —1)/? w powyzszym wzorze

znikaja przy wykonywaniu catki, bo [ cos™0dfd = 0 dla nieparzystych .
)

Zakonczymy ten paragraf tablicg 6.1. Podsumowuje ona pewne bardziej uzyteczne in-
formacje o funkcjach specjalnych uzywanych w fizyce matematycznej.

ZADANIA

L
1. Niech (2) = x’; fj“_;‘y ) - glats din 2 Z 0. £(0) =0,

Pokaz, gdzie funkcja ta, jeZeli gdziekolwiek jest: a) rézniczkowalna, b) analityczna.

2. Pokaz, ze liczby zespolone z;, 2z, i z; leza na linii prostej wtedy i tylko wtedy, gdy
(21— 23)/(z, — z3) jest liczba rzeczywista.

Wiskazéwka: zadanie to moze byé¢ rozwigzane bardzo prosto, jezeli rozwaza sig liczby zespolone
geometrycznie jako wektory. Moze ono by¢ takze rozwiazane algebraicznie, ale metoda geometryczna
Jest z pewnoscia prostsza..

3. Udowodnij, ze u = sinxcoshy+2cosxsinhy+ x> — y2 +4xy jest funkcja harmoniczna
i znajdZ stowarzyszona funkcj¢ harmoniczna v. Znajdz zespolona funkcje zmiennej zespo-
lonej z taka, Ze f(2) = u+iv.

4. a) Wyznacz wszystkie wartodci statych «, b, ¢, d, dla ktérych wielomian u(x, y) =
= ax®+bx’y+cxy*+dy* jest harmoniczny, tzn. spetnia dwuwymiarowe réwnanie
Laplace’a w calej plaszczyZnie.

b) Znajdz v(x, y) harmoniczng funkcje stowarzyszona do u(x, ).

¢) Znajdz funkeje analityczna f(z) = u(x, y)+iv(x, y), gdzie z = X+ iy.

5. Zespolona funkcja E¥(z) jest zdefiniowana przez E*(z) = E.(x, V)—iE,(x, y), gdzie
E. 1 E, s3 skladowymi pola elektrycznego w dwéch wymiarach. Pokaz, ze statyczne
réwnania Maxwella w prézni pociagaja za soba analitycznosé E*(z) jako funkcji z.

6. Pokaz, ze jezeli napiszemy z = re”, to réwnania Cauchy’ego-Riemanna przyjmuja
w zmiennych 7 i 8 postaé

_abi 1 dv dv 1 du

. FiB fé | o B

7. Przeanalizuj funkcje z/* z punktu widzenia pojecia platéw Riemanna dyskutowanych
w paragrafie 6.2.

8. Korzystajac z wynikéw zadania 6.6 pokaz, z¢ logz, z'/? i z'/3 s3 analityczne wszedzie
na ich odpowiednich platach Riemanna z wyjatkiem punktu z = 0.

9. Pokaz, ze dwuplatowa powierzchnia Riemanna dla w(z) = }/(z—a) (z—b) moie byé
rozcigta i potaczona wzdhuz odcinka [a, 5] osi rzeczywistej (zaloz dla wygody, Zze ¢ i b sa
rzeczywiste). Zdefiniuj odpowiednie w(z) za pomoca biegunowego przedstawienia liczb
zespolonych, lacznie z definicja zakresu zmiennosci faz.

10. Znajdz powierzchni¢ Riemanna, na ktérej ]/ 5?a+]/ z—b (a, b rzeczywiste dodat-
ni¢) jest jednowartoSciowa funkcja analityczng wszedzie z wyjatkiem punktéw z = a
iz=b, i
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11. ZnajdZ powierzchni¢ Riemanna, na ktore] ]/ (z—1)(z—2) (z—3) jest jednowarto-
$ciowa funkcja analityczng z wyjatkiem z = 1, 2, 3.

12. Pokaz, ze w(z) = z%(0 < a < 1), gdzie « jest niewymierne, mozna uczyni¢ funkcja
jednowartosciowa tylko na powierzchni Riemanna o nieskoficzonej liczbie platéw.
Zastanow sig jak te platy powinny by¢ polaczone.

13. Pokaz, ze zgodnie z definicjami paragrafu 6.2

tg(arctgz) = z, log(e”) = z+2xni.

14. Twierdzenie o wartosci $redniej. Pokaz, ¢ w dwuwymiarowej przestrzeni wolnej
od ladunkow, warto§é potencjatu elektrostatycznego w dowolnym punkcie réwna jest
éredniej potencjalu 1na powierzchni dowolnego kola o $rodku w fym punkcie.
PrzeprowadZ ten dowdd rozwazajac potencjal jako czg§¢ rzeczywistg funkcji analitycznej.

15. Znajdz wszystkie osobliwosci funkcji tghz.

16. Wyjasnij dlaczego jedna z podanych ponizej calek ma sens, a druga jest pozbawiona
sensu. Oblicz te, ktoéra ma sens, zaplsujac wynik w postaci a+bi.

a) f z¥dz, b) f sin2zdz.
17. Dbhcz korzystajac z calkowego WZOoru Cauchy €go.

a) f - ¢ i"-} 5 = granica kwadratu o bokach wyznaczonych przezx = +2,y = +2.

b) j[ P C = okrag o promieniu 1 i $rodku w i,

(Oba kontury skierowane 53 przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.)
18. Pokaz, ze

g a1 ) i _
a) f Tz—z0)* ————dz = 8niz,, gdzie C jest dowolnym zamknigtym konturem
0

obcjmu_]qcym Zo-

coshz _2mi [14+(-=1) . . .
b) f e = :11 [ +(2 V] , gdzie C jest dowolnym zamknietym konturem

obejmujqcym poczatek ukladu.
19. Calkowy wzdr Cauchy’ego dla wielomianu. Niech P(z) bedzie wielomianem. UZy-

wajac twierdzenia Cauchy’ego udowodnij, ze

f P@E) dz = P(a), gdzie C obegjmu-

2xi Z—a
c
je punkt a.
Wskazowka: Rozwaz
Q(z) — P(Z}—P(aj,
z—a

co jest takze wielomianem (dlaczego?) i oblicz z tego wyrazenia calke, kt6ra jest ¢i potrzebna.

20. Udowodnij, ze jezeli f(z) jest analityczne na zamknigtym konturze C i wewnatrz
niego, a8 a i § sa dwoma réznymi punktami wewnatrz C, to

1 @, _ f@ 1B
27:: (z—)(z—F) oc—ﬁ’ f—a’
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Przy pomocy tego wyniku wydedukuj twierdzenie Liouville’a, ktore méwi, ze funkcja musi
by¢ stalg.

[Wskazdwka: Jezeli dla dowolnych « i fi, f(x) = f(B), to f(z) = const.]

21. Twierdzenie Morera. Twierdzenie Morera jest w pewnym sensie odwrotnoscia
twierdzenia Cauchy’ego—-Goursata. M6wi ono, ze jezeli funkcja f(z) jest ciagla w obszarze R
i jezeli § f(z)dz = 0 dla dowolnej krzywej C w R, to f(2) jest analityczne w R. Udowodnij
to twierdzenie. Twierdzenie Morera dostarcza nam innego sposobu stwierdzania analitycz-
nosci funkeji. Mozemy uzy¢ go zamiast sprawdzania warunkéw Cauchy’ego-Ricmanna
i czasami kiopotliwego dodatkowego warunku analitycznoéci — ciagtosci pochodnej
fz) = u+iv, to znaczy ciggtoéei czterech pierwszych pochodnych u i .

22. Odwzorowania konforemne. Rozwaz funkcje analityczna w = f(z) jako transfor-
macj¢ zespolonej plaszczyzny z na zespolona plaszczyzne w. Przyjmij, ze dwie krzywe F!
i F? na plaszezyZnie z przecinajg sig pod katem o w z,. Udowodnij, ze przetransformowane
krzywe F,; i F na plaszczyznie w przecinaja sig poa tym samym katem, jezeli f'(z,) 5¢ O.
Warunek, Ze f(z,) # 0 ma podstawowe znaczenie dla konforemno$ci w punkcie z.
Rozwaz funkcje analityczna w = z2, dla ktérej w'(0) = 0. Osie wspotrzednych, ktdre
przechodza przez poczatek uktadu wspolrzednych i tworza kat 90°, odwzorowane sa na pro-
ste, ktore tworza kat 180°. Kat migdzy dwoma dowolnymi prostymi przechodzacymi przez
poczatek ukladu wspélrzednych bedzie na plaszczyznie w podwojony. Odwzorowanie
nie jest zatem konforemne w poczatku ukladu. Jednakze jest ono konforemne w kazdym
innym punkcie.

23. Wzér Poissona.

a) Niech f(z) bedzie funkcja analityczna wewnatrz i na okregu C o promieniu a.

Udowodnij, ze
A T4 f(z) @)
1@) = 2mi f[z—z’ o z=(a*[z'%) ]dz,

jezeli z/ =re"® i r<a, we wspblrzednych biegunowych umieszczonych w $rodku
okregu C.

b) Przy pomocy powyzszego wzoru wyprowadZ wzér Poissona:

I2xn
a?—r?

P -
f(re'®) = oy of a?+r%—2arcos(6 —¢)

¢) Udowodnij przy pomocy wzoru Poissona, Ze jezeli funkcja jest analityczna wewngtrz
i na okregu, to wartos¢ funkeji w srodku okregu, f(0), jest §rednia jej wartoéci granicznych
na okregu (twierdzenie o wartosci $redniej).

flae®)db.

d) Startujac teraz z rOwnania

Filsicat ﬂf(z) L f@ ]dz

2 2 Vz—2 z—(a*[z’%)

[ktore rézni si¢ od réwnania w czeici (a) znakiem +, ale jest stuszne z tego samego
powodu] udowodnij, ze [uzywajac ewentualnie cze$ci (c)]

: iar *% . sin(0—g¢)f(ae®)
f(z) = f(0)— = f a®+r?=2arcos(—¢) o

0
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¢) Kladac f(z) = f(re'®) = ulr, d)+iv(r, ¢), itd. wyprowadZ (d) ze wzoréw

27
u(a, ) = u(0)+ ~2—17th | @@ 0)ctg( E_Zi}de,

0 \ f

2(a,P) = v(0)— %_c—f’ f u(a, 6)ctg(in—;5—)d8.
0

Wzory te wyrazaja czgsC rzeczywista funkcji analitycznej na okregu przez jej czgs¢
urojona na tym okregu i na odwrdt. Istnieje wiele dalszych zastosowan tych WZOrOwW.

24. Alternatywne podejscie do transformat Hilberta.

a) Pokaz, ze jezeli f(z) jest analityczne w gdrnej potplaszczyznie z i jezeli a = a+if,

przy czym f§ > 0, to
1_§[ﬂ@ +f@)}&ﬂﬂm,

i v | 2—ua z—a¥*

gdzie C jest pélokrggiem o dowolnie duzym promieniu, ktérego podstawa jest o$ rzeczy-

wista.
b) Jezeli[f(z)] > O dla |z] > 0o W gornej polplaszczyznie, to pokaz, ze

“l_uf[f@)+.ﬂﬂ]dx=ﬂ@.

2mi X—da x—a*

Dodaj ulamki, aby otrzymaé
1 (x—a)f(x)

Tim K4 (x—a)? 7 & =J:
¢) Jezeli f(z) = u(x, y)+iv(x, y), to pokaz, ze (b) redukuje si¢ do

1 [ (x—2)o(x,0)
u(e; £} :7:__00 (x—ap?+p*

1 3 (x—o)u(x,0)

v@h =0 ) G p
d) Pokaz stad, ze jezeli potozymy p = 0, to
=] oo
1 %4
u(x,0) = LP f gix) dx, o(0,0)=——~ f (%) dx,
T o Xx—o b1 " X—u

co z wyjatkiem notacji stanowi parg transformat Hilberta wyprowadzonych w paragrafie
6.5 [rown. (6.19a) i (6.19b)].

25. Rozwaz catke
+B

L=l | 2 Sf). dx,
g0 = X T ie

gdzie A i B sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi, a ¢ > 0.
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a) Pokaz, Zz¢ I, mozna zapisaé W postaci
-3

I, = lim f ;f(x) d+lim f(x) - dx ~+-l1mJ

2= 8-—|~0 £-0

dx + i lime - {(x)
z-.o ..-ﬂ +8

-dx,

gdzie & jest malg liczba dodatmq..
b) Uzyj wiarogodnych argumentdéw (na przyklad tego typu, jak w paragrafie 5.3)
w celu pokazania, Ze I, mozZna zapisaC w postaci
P}

—tf + B 8
- ! ) e ,,f 79ty +5(@tim | S FyOlme [ 2

X242 "
-4

¢) Pokaz, ze trzeci czlon w rownaniu (b) znika z powodu symetrii. Wykonujac w sposdb
jawny czwartg calke pokaz Ze

= ff(x) dx% F ;f(())hm[arctg( = ) +arctg(é)].

d) Poloz ¢ 5 0 i uzyj defmlcp funkcji 8, aby ostatecznie napisaé

B B
lim i:%?_dx_P ﬂx) ) dx T inf(0) = _! f—i”ldx:f:m_[ () f(x)dx.

Relacja ta jest czasem zapisywania raczej tajemniczo jako

1=,
g =P T M6
26. Rozwiaz réwnanie catkowe
u(x) 1 -
_”‘P f N e

znajdujac transformate Hilberta funkcji o(¢). ZnajdZ funkcje zespolona f{z) = u(x, y)+
+io(x, y) taka, ze u(x, 0) = u(x) = Re(f(2)) i v(x, 0) = o(x) = Im(f(z)) oraz sprawdz,
ze ta funkcja ma dwie wlasnosci (co to sa za wiasnosci?), ktore gwarantuja, Ze u(x) i 9(x)
sq parg transformat Hilberta.

27. WyprowadZ wzér dyspersyjny dla f(z), jezeli |f(2)/z] dazy do stalej, gdy |z| - co.

28. Udowodnij, Ze jednostajnie zbiezny szereg funkcji analitycznych moze by¢ scalko-
wany czlon po czlonie. Pokaz stad, ze jednostajnie zbieiny szereg funkcji amalitycznych
jest funkcja analityczng.

Wskazdwkar uzy] twierdzenia Morera z zadania 22.

29. ZnajdzZ rzad bieguna w poczatku ukiadu, residuum tego bieguna i catke po (malym)
konturze otaczajgcym poczatek ukladu, ale nie zawierajacym wewnatrz 7adnej innej 0so-
bliwosci, dla nastgpujacych funkcji:

z
sinz—tgz

30. Jakie sa polozenia i natura osobliwosci oraz ich residua nastgpujacych funkcji
W plaszczyinie z, wylaczajac punkt w nieskoficzono$ci?

a)ctgz, b)cosec’zlog(l—z), <)

t 1
- gn:)zz » b a2 = _z(e-_‘_:_'

SFACE 1)

82




Uwaga: obie te funkcje maja nieodosobnione, a zatem istotne osobliwo$ci w nieskoficzonosci,
poniewaz poczatek uktadu jest dla funkeji f1(1/2) i £2(1/2) punktem granicznym biegunéw,

31, Zadania na obliczanie rzeczywistych calek okre§lonych przez calkowanie po kon-
turze

d il 2
¢ S Tom T b g
Y -J a+ bsinf o a>b>0

2T
o~ ren 2
b) ’ Sif 861'5 . 2_[ ——(H — b ”2] a>b> 0_5

il do 2
" Y
% J (a+bcosh)? — (a®—b?)>72 a>hb >

d codx B e, =

)J d+xt 2;;’2 e)f (@®+x2)3*. 16a° *
sinxdx ™ . j sin®x

UJ T =g =e™), g | —5—dx¥=m,

S+ x5

whie-1)
cosecma, O<a<l,

h) f ‘bzl?'dx =

i j logx s logh
b? x2 2
. ) 1 I v B Wy —
B F J #_GF:"J:)Z-Faz ' —m do’ = a (wg—w)+a®’
dx 2m
k) ‘ = =—.
+a® 34213
1) Rozwaz calkg rzeczywista
Gl 2, 1) = | ety
» 2" 27‘: -_‘ 2

gdzie 7 jest rzeczywiste, W tym przypadku latwo pokazaé, ze
Gl a0t B g O E T

Pokaz, ze ten wynik jest nadal sluszny w przypadku, gdy 7= jest czysto urojone.
Wskazdwka: warto$é calki
o0
f e iy
0
mozna znalezé rozwazajac calke z ¢#2 po granicy kotowego sektora 0 < 0 < n/4, 0 € r £ R. Udowodnij,
ze w granicy R — oo wklad od calki po kolowym tuku dazy do zera. Wkiady od peozostalych prosto-

liniowych odcinkéw konturu daja wartos¢ calki niezbedna w zadaniu,
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Uwaga: Ta caltka konturowa dostarcza wartodci dwoch oznaczonych calek rzeczywistych

o] w0
JsinGdx = [ cosddic = (=/2)112

-0
poprzez wzigcie czesci rzeczywistej i urojonej. Droga zamiany zmiennych x2 = ¢ wynik ten moze by¢é
przeksztatcony do postaci

o N <«
f S:;: dr = J %j_idr = (rf2)/2,
0 o
32. WidzieliSmy w jaki spos6b funkcja wctg(wz) moze by¢ uzyta do sumowania pewnych
szeregow. Jest ona jednak bezuzyteczna, jezeli szereg jest naprzemienny. Pokaz jak mozna
sumowac naprzemienne szeregi uzywajac funkcji meosec(nz) zamiast wetg(nz). Uzyj ogdl-
nego wyniku aby pokazaé, ze |

D=1y = 2
n=1

33. Rozwaz zagadnienie obliczenia calki z funkcji 2! od 4 do D wzdtuz kolowej drogi
C pokazanej na rys. 6.24. Ciecie wybieramy wzdluz promienia 6 = o i definiujemy
4% = p12e42 dla 4 £ 6 < q+2. Poréwnaj ten wynik z wartoscig otrzymana z catko-
wania z'/? od 4 do D wzdluz drogi ABCD typu ,,dziurki od klucza”, Czy wyniki si¢ zga-
dzaja? Czy powinny si¢ zgadza¢? Dlaczego?

7

9 .

Jc g
/

A

\=s]

e

Rys. 6.24 Kontur potrzebny w zadaniu 6.34. Katy ¢ okreslajace ksztalt drogi typu ,,dziurka od klucza
sa dowolnie mate. Promiefi okregu C, wynosi I i ciecie biegnie wzdtuz kierunku 6 = o.

34. Rozwaz nastgpujaca funkcje reakeji G(¢), ktéra znika dla ujemnych wartosci argu-
mentu 1 ktdra dla warto$ci dodatnich dana jest przez
- ' sin?ut
G(t) = GO"“"{ifz“_'
Zwrb¢ uwage, ze funkcja ta speknia warunki (a), (b) i (c) z poczatku paragrafu 6.6. Pokaz,
ze transformata Fouriera g(w) dana jest wzorami:

g(w) = l;l Go [Vfa— %]/w +24 — é— ].4"‘::0—2,:5], w = 2u,
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=1 g N e i+1 |
glw) = 5 Go []/ W= V (u+2|u] -I——i-- Go [5 }/fzfufm:l , U< o2y

g(—w) = gHw).

Pokaz, ze funkcja o wartosciach zespolonych, ktéra redukuje si¢ na osi rzeczywistej do
powyzszego wyrazenia ma postaé

i1 R I e el
g(z) = 2Go[i'z“fl’Z"'zﬂ_“z”l"--"g.“]-

Widzimy zatem, Ze g(z) ma na osi rzeczywistej punkty rozgalgzienia; ewentualnosé, ktorej
nie wykluczaja warunki (a), (b) i (c). Zauwaz, ze mozemy wybra¢ cigcia tak, aby lezaly
w dolnej poiplaszczyzZnie, dzigki czemu funkcja g(z) jest analityczna w gdrnej potplaszezyz.
nie.

Wskazéwka: bedzie tu uzyteczna calka wymieniona w uwadze po zadaniu 6.32.

35, Funkcja @ (lub funkcja schodkowa) jest zdefiniowana pizez
0 dla x<0,

O(x) = 1% dla x=0,
1

dla x>0.
Udowodnij, ze

1 | fei‘” dO(x

-0

= 3(x).

Wskazowka: patrz rdwnanie (5.63).
36. Wielomiany Laguerre’a generowane sa przez funkcje tworzaca

o
e Xt/(1-1) L,,(x) .
"F(x»’f)*“"*lj‘z——z al " <<l

B=0
Dane sa one bezposrednio wzorem

il it

g (x"e™), 0<x< o0,

analogicznym do wzoru Rodriguesa dla wielomianéw Legendre’a.
a) Rézniczkujac funkcje tworzaca wzgledem x [otrzymujac (1 —1)y’ = —ty] wyprowadz
roéwnanie rekurencyjne

L;_HL;_]_ = _HL,,,_]_ .
Rézniczkujac 9(x, t) wzgledem ¢ mozna otrzymac inne rownanie rekurencyjne. Pokaz, ze
L"+1_(2ﬂ+ 1 —x)L',,+n2L,,_1 = 0.

b) Z tych dwoéch zwiazkdéw rekurencyjnych wyprowadz rézniczkowe rownanie Laguer-

re’a

XL +(1—x)L.+nL, =0,

¢) Pokaz, ze L,(0) = n!
d) Wyprowadz funkcje tworzaca ze wzoru Rodriguesa przez calkowanie po konturze.
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37. W paragrafie 5.10 zdefiniowali$my wielomiany Hermite’a przy pomocy funkcji
tworzacej

o
v = NVEGD 4y
!
n=0

1 stad wyprowadziliémy wzér Rodriguesa

n

— { e P ax2 d —-x2
Ha(x) “*‘( 1) e WB P

Udowodnij teraz rzecz odwrotna, a mianowicie, ze wzér Rodriguesa pociaga za soba istnie-
nie takiej funkcji tworzacej. Po drodze udowodnij przedstawienie catkowe
(=1)nl - e
2ri (z—x)"+1
¢

—zt

HH (x) = dza

gdzie C obejmuje punkt x.
38. Udowodnij catkowe przedstawienie wiclomianéw Hermite’a

g it
H() =~ J( (x+ ity e="dt,

-
Uzyj tego wyniku do wyprowadzenia jawnego przedstawienia wielomianéw Hermite’a
przez szereg

1 (—1)#r!
9= Y T @ar
J_er:'é‘n)
39. Pokaz, ze
a)(x+1) = xI'(x)dla x > 0,
b) I'(n+1) = n!, gdzie  jest dodatnia liczba catkowita.
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