Rownania rézniczkowe zwyczajne

Roéwnania rézniczkowe to réwnanie na funkcje f(x) spetniajaca zaleznosé zawierajaca
te funkcje i jej pochodne. Przyktadem jest réwnanie oscylatora harmonicznego:

mi(t) + ka(t) = 0, (1)

ktorego rozwigzaniem jest x(t) = Acos(wt + ¢), gdzie w = \/z Mozna to sprawdzi¢ w
pamieci. Najprostsze sg rownania [-rzedu (tzn. zawierajace pierwsza pochodna funkcji)
liniowe (tzn. szukana funkcja y(z) i jej pochodne wystepuja w pierwszej potedze):

d
) 4 P@)y(a) +Q(x) = 0. 2)
Rozwigzanie: ) 9
y(o) = el POy, — [T Q(s)el MM s} (3)

gdzie y(xy) = yo to tzw. warunek poczatkowy. Sprawdzi¢, ze jest rozwigzaniem (2)).
Trzeba korzystac z podstawowego twierdzenia analizy oraz ze wzoru na pochodna iloczy-
nu funkcji.

Wazne w zastosowaniach fizycznych sa jednorodne (tzn. prawa strona jest 0) réwnania
rozniczkowe liniowe II rzedu o statych wspotczynnikach p i ¢:

y" () +py'(z) + qy(x) = 0. (4)

Np. réwnanie oscylatora harmonicznego (1) albo obwodu elektrycznego RLC:

. R. 1
Q—FZQ—FEQ:O. (5)

Szukana jest zaleznosé¢ tadunku Q(t) od czasu. Réwnanie ma 2 rozwigzania liniowo
niezalezne y; () i y2(x). Liniowa niezaleznosc¢ funkcji 1 (z) 1 y2(x) oznacza, jak na algebrze
dla wektoréw, ze nie istnieje stata C taka, ze yo(x) = Cyy(x), czyli iloraz yo(z)/y1(x) nie
jest staty, a wiec pochodna tego ilorazu jest rézna od zera:

d (m(w)) _ h(@)n(e) — v (@)ye()
() (y1())?

dz
Licznik powyzszego utamka mozna zapisa¢ jako wyznacznik

40, (6)

yi(z) ya(z)

Wiyi(x), y2(x)] = y1(z) yh(x)

(7)

Powyzszy wyznacznik nazywa si¢ wronskianem od polskiego matematyka i filozofa  Jo-
zefa Hoene-Wronskiego. Zadanie 9 z listy 7 pokazuje, ze funkcje moga by¢ liniowo


https://pl.wikipedia.org/wiki/J%C3%B3zef_Hoene-Wro%C5%84ski
https://pl.wikipedia.org/wiki/J%C3%B3zef_Hoene-Wro%C5%84ski

niezalezne, a mimo to ich wronskian jest zero. Gdy kwadratowe réwnanie charaktery-
styczne dla (4):

2 +pr+q=0 (8)

ma dwa rézne pierwiastki r i 79 to rozwigzanie rozwigzanie jest sumg dwoch funkeji
liniowo niezaleznych postaci
y(x) = Ae"" + Be™?". 9)

Istotnie yo(x) /y1(z) = (B/A)el>7)¥ £ (0 dla r| # ro. Powyzsze réwnanie moze mieé 2
rozne pierwiastki zespolone wzajemnie sprzezone:

o= ax1f. (10)
Wtedy ma 2 liniowo niezalezne rozwiazania oscylujace:
yi1(x) = e (A cos(fz) + B sin(ﬁaz)), yo(x) = e (A cos(fx) — B sin(ﬁx)). (11)

Gdy réwnanie charakterystyczne ma pierwiastek podwojny r1 = ry = r wtedy ma
rozwiazanie
y(r) = Axe’™ + Be'™ (12)

Tutaj 2 liniowo niezalezne rozwiazania to y;(z) = Aze’™ oraz ys(x) = Be'". Stale A
i B w powyzszych wzorach wyznacza sie z dwoch warunkéw poczatkowych: y(zg) =
Yo, ¥ (x0) =y, np. w mechanice klasycznej aby wyznaczy¢ ruch trzeba zadaé poczatkowe
potozenie i predkosc.

Na nastepnej stronie sg moje notatki do wyktadu omawiajace catkowanie za pomocg
szeregdw potegowych; zadania 4 i 5 na 8 liscie zadan.

Roéwnania I rzedu nieliniowe postaci

— = f(z;y) (13)

mozna rozwiazywaé¢ metoda kolejnych przyblizen: majac przyblizenie y™(z) nastepne
przyblizenie dostajemy ze wzoru:

y(n+1) = yo + /mo f(s;y(n)(s) ds (14)

gdzie jako przyblizenie zerowe bierze sie warunek poczatkowy y(xg) = yo, zadanie 6 lista
8. W I tomie Analizy profesora Maurina jest to omawiane w rozdziale IX, np. zadanie
6c¢ jest stronie 239.

Prosze postaraé sie zrobi¢ zadanie z listy A_III rezonans.pdf. Ciekawostka: poszukaé
atraktor i uktad rownan Lorenza, np. | tutaj.
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Uk%C5%82ad_Lorenza
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