Uwagi o calkach

Oto podstawowe twierdzenie analizy: catka z pochodnej funkcji f(x) po odcinku (a, b),
ktorego brzeg to punkty a i b, to po prostu:
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Calka z gradientu funkcji f(7) okreélonej na R? po krzywej taczacej punkty A i B, ktore

sg jej “brzegiem”:

[ﬁﬂmﬁ=ﬂm—fmy (3)

Jak wynika z postaci prawej strony (3), powyzsza catka (dla dostatecznie porzadnej
funkcji f(7)) nie zalezy od krzywej taczacej punkty A i B.

Twierdzenie Greena: Calka z rotacji pola wektorowego F () po powierzchni S jest
rowna krazeniu tego pola po krzywej K ktora jest brzegiem tej powierzchni S:

JLV x F(7) - dé = §_F(7)-dr. (4)

Twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa: Catka z dywergencji pola wektorowego ]3(7”) po
objetosci V', ktérej brzegiem jest powierzchnia S

JIJ V- E@av = [[ F(#)-de. (5)
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“Fizyczne” dowody powyzszych twierdzen sa w wystanych wczesniej Wyktadach Feyn-
mana.

Prosze zauwazy¢ regute: po prawej stronie jest o jedna catke mniej niz po lewej stronie
powyzszych rownosci. Z podstawowego twierdzenia analizy wynika, ze rézniczkowanie i
catkowanie sa operacjami do siebie odwrotnymi. Dlatego po lewych stronach powyzszych
rownosci wystepujace rézniczkowania “skracaja” sie z jedna catka i po prawych stronach
jest o jedna catke mniej.

Ze wzoru widzimy, ze jezeli pole wektorowe F' (7) jest gradientem jakiego$ poten-
cjatu ¢(r):



to caltka krzywoliniowa z tego pola wektorowego nie zalezy od drogi. W fizyce pozwala to
zdefiniowaé energie potencjalna. Na plaszczyznie dla wektora F (7) o sktadowych P(x,y)
i Q(x,y) mamy:
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oraz

F(F) - dif = P(z,y)dz + Q(z, y)dy.

Jezeli ¢(x,y) jest “porzadng” funkcja to mozna zamieni¢ kolejnos¢ rozniczkowania, zatem
mamy:
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i otrzymujemy kryterium pozwalajace stwierdzic, czy catka
| P(z,y)dz+ Q(x,y)dy (7)
AB

nie zalezy od drogi taczacej A i B:

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy  Ox (®)

Jest to warunek konieczny i wystarczajacy aby nie zalezata od drogi taczacej punkty
A i B. Zadania 10, 11 z listy 4.
Na ptaszczyznie twierdzenie Greena (4) dla wektora F'(7) o sktadowych P(x,y) i

Q(z,y) przyjmuje postaé:

P -dr = [ Pla,y)de + Qa.y)dy = [| (gg _ (Zf;) de dy, (9)

gdzie zamknieta krzywa K ogranicza obszar D. Powyzszy wzor jest nazywany wzorem
Greena i jest potrzebny do zadania 4 i 5 z listy 5.
Dobre przedstawienie tych zagadnien jest tutaj

Wazne sg wzory na zamiane zmiennych w catkach wielokrotnych: zad.8 lista 5, na
wyktadzie liczytem to samo na ptlaszczyznie, teraz prosze to zrobi¢ samodzielnie. Po
przejsciu od (z,y) do uktadu biegunowego (r, ¢) tatwo liczy sie calki z zadania 9 z listy
4, zadan 2, 3, 4 z listy 5. Zamiana zmiennych wraz z przyktadami jest omawiana tutaj.
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